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l Proposta: Que Matematica para a Sociedade da Informacgao?
Di1-Cctc, Universidade do Minho
Sumario

Este é um texto escrito por informdticos preocupados com a crescente iliteracia matemdtica numa sociedade
que, paradoxalmente, da Matemdtica depende cada vez mais. Mas é também um texto sobre o significado que
tem “pensar matematicamente”. Ndo o fazemos a partir do vazio, mas de um corpo de principios e métodos que
nos parece possivel destilar de vdrios anos de investigacio em Ciéncias da Computacio e que poderd ter interesse
partilhar com as comunidades mais vastas da Educagio e da Matemdtica.

Por isso, o texto termina com um convite para um encontro. Um desafio para um didlogo urgente.

1 Motivagao

A Sociedade da Informacao requer profissionais altamente qualificados que possam conceber sistemas
complexos com niveis cada vez maiores de fiabilidade e seguranca. Mas requer também do conjunto da
sociedade um grau elevado de “fluéncia matematica”, entendendo-se por esta a capacidade de recorrer
a linguagem e ao método matemaético para modelar problemas e situacdes e raciocinar produtivamente
no interior desses modelos. Tal capacidade e literacia tornou-se um elemento fundamental da cidadania
democratica.

De facto, nas Sociedades da Informacdo o uso efectivo da Matematica tem j4, e terd cada vez mais no
futuro, um enorme potencial econémico. Muitos se admirariam, por exemplo, que a nog¢do de prova, ndo
raro remetida para pequenos cantos do curriculum, tivesse hoje um papel fundamental na garantia de
seguran¢a de uma compra on-line, via Internet. Ou entdo na certificacdo de que os sistemas informaéticos
que mantém em rota os avides ndo entram em colapso. A verdade é que, como notou Dijkstra’ , “high
technology so celebrated today is essentially a mathematical technology”.

Como informaticos temos consciéncia destes desafios e do papel insubstituivel que uma educagdo ma-
tematica solida e efectiva tem no desenvolvimento de um pais que se queira actor, e ndo espectador, da
progressiva globalizagdo da Sociedade da Informagcéo.

Como professores partilhamos com outros colegas de todos os niveis de ensino, a preocupagdo pelo
facto de muitos alunos, em diferentes idades, acharem a Matematica dificil de compreender e aplicar,
assim como com a relativa diminuicdo da atractividade de carreiras profissionais ligadas as Ciéncias e
a Matemadtica. Preocupam-nos, ainda, os diversos indicadores e estatisticas que assinalam uma situacao
dificil no ensino da Matematica no nosso pais, quando comparada com padrdes internacionais. Pior que
tudo, a chamada matemitico-fobia, que parece atingir todas as camadas do tecido social, tornou-se um
"hot spot’ nos meios de comunicagdo social.

E consensual reconhecer a necessidade de novas aproximagdes ao ensino/aprendizagem que facilitem a
apropriagao efectiva pelos alunos dos contetidos e, sobretudo, dos métodos da Matematica e conduzam
a uma maior efectividade na resolugdo de problemas em e com a Matematica.

IE. W. Dijkstra (1930-2002, prémio Turing em 1972), considerado um dos nomes mais influentes no desenvolvimento das
Ciéncias da Computagio (www.cs.utexas.edu/users/EWD/).



2 Um ponto de partida

A Matemadtica, nos seus multiplos dominios, percorre constantemente os trés vértices de um tridngulo:

Provas

T

Problemas Estruturas

Le., parte dos problemas, modela-os, abstrai-os e generaliza-os em estruturas conceptuais simples, explora-
os através de métodos precisos que tornam possivel raciocinar sobre problemas e estruturas e certificar
formalmente a correcgdo desse raciocinio. A essa certificagdo, ou explicagdo objectiva, damos o nome de
prova. Nela reside o poder da Matematica.

O foco da experiéncia matematica é a resolucio de problemas. O cerne do seu método é a nogéo de prova,
i.e., de certificagdo formal de um argumento. Reparamos, porém, que uma e outra sdo consideradas usu-
almente actividades dificeis, relegadas para segundo plano na pratica escolar, usadas de forma ad-hoce
largamente informal, i.e., pouco capaz de ajudar os alunos a se apropriarem das ferramentas mentais e
metodolégicas que tornem o seu modo de raciocinar mais efectivo e produtivo.

Preocupa-nos, por exemplo, que o préprio recurso sistematico e organizado a Logica, como ferramenta
elementar de resolugdo de problemas, ndo seja treinado nem ensinado de forma explicita e sistematica
em contexto escolar.

Mas que contribuic¢do poderdo dar as Ciéncias da Computagdo a este estado de coisas? Gostariamos de
sublinhar aqui, tentativamente, trés aspectos: a centralidade da Légica, o poder do raciocinio formal ou por
cilculo e a exploracdo do cardcter algoritmico de boa parte do edificio matemético. Detalhando,

e Em primeiro lugar a consciéncia de que a principal competéncia matematica requerida por quem
tem de desenvolver ou utilizar produtivamente a Informaética, é a do uso judicioso e explicito da
Légica na organizagdo do raciocinio. Pensamos que também no processo de ensino/aprendizagem
da Matematica o recurso explicito a Logica permite aos alunos analisarem criticamente as suas
construgdes, extrai-las construtivamente do proprio processo argumentativo e construirem ex-
plicaces claras das decisdes que tomam.

e Por outro lado, e ao longo dos ultimos 20 anos, foram desenvolvidos métodos de construcédo de
programas que exploram o poder da manipulagio simbélica no raciocinio matematico. De facto, o fa-
zer da Matemdtica baseia-se num equilibrio dindmico entre os processos de abstracgdo e construgdo
de conceitos, por um lado, e a capacidade de manipular as expressdes que constituem as suas
representagdes simbolicas, por outro. Estes dois pdlos ndo podem ser separados. Os simbolos ex-
primem ideias de forma precisa e concisa. Possuem uma dindmica prépria que guia o raciocinio
rigoroso e é fonte de abstraccdo e generalizacdo de problemas, conceitos e argumentos.

Em muitas dreas da Ciéncia as propriedades e comportamentos de sistemas (naturais ou artifi-
ciais) sdo descritas por equagdes (ou inequagdes). Estas ndo constituem apenas uma linguagem
simbodlica de representagdo de fenémenos, mas sdo também objecto de regras de cdlculo que, uma
vez correctamente entendidas, assistem e complementam o raciocinio intuitivo na construgéo ma-
tematica.

Em Matematica sdo muitos os exemplos onde a formalizagdo de tépicos emergentes em diferentes
contextos conduzem a férmulas muito semelhantes que podem ser manipuladas a partir das mes-
mas regras légicas, sem referéncia as suas interpreta¢des especificas. Esta é a esséncia do raciocinio
formal que permite a descoberta de generalizagdes e novas aplicagdes, a concentragdo no essen-
cial e o descarte do que é contingente. Recorde-se, por exemplo, que foi através da manipulagdo
formal das equagdes de Maxwell que se conjecturou a existéncia de ondas electromagnéticas.



O raciocinio formal, ou por cilculo?, permite substituir argumentos longos e verbosos (plenos de
reticéncias, passos ndo justificados e explicagdes fornecidas como ”6bvias”) por deriva¢ées formais
curtas, faceis de seguir, apresentadas em formato standard que facilita a reutilizagdo, compreenséo,
comparacdo e adaptacdo de argumentos e estratégias.

Trata-se de um procedimento comum em Algebra e Analise, embora seguido muitas vezes de
forma implicita e ndo sistemdtica. A tomada de consciéncia de que pode ser igualmente aplicado
a Légica, com enorme vantagem, é uma contribui¢do das Ciéncias da Computagdo que tém na
Logica o seu calculus basico.

e Em Ciéncias da Computagdo valorizamos, ainda, um estilo de prova, dito construtivo, que pro-
cede pela derivagio estrutural do resultado, por contra-posi¢do ao estilo mais classico baseado na
enunciacdo de um teorema seguida da sua verificagdo. Na sub-seccdo 3.2 ilustramos este modo de
raciocinar numa aplicacdo a Matematica escolar.

Este estilo é sobretudo ttil para explorar o caracter algoritmico comum a boa parte do edificio ma-
tematico. Caracteristica que poderéa ser explorada na resolucdo de problemas e na construgdo de
conhecimento matematico. Note-se que, apesar dos algoritmos serem estudados desde o inicio
das civiliza¢des, o advento da era digital revolucionou a sua natureza e importancia. A pratica de
varias décadas no desenvolvimento sistematico de algoritmos a partir de descrigdes mais ou me-
nos informais de problemas, podera ter repercussdes interessantes para o ensino da Matematica.

Na seccdo seguinte ilustramos através de pequenos exemplos, a aplicacdo de alguns destes principios.
Parece-nos ser essa a maneira mais directa de comunicarmos aquilo que nos move: a consciéncia de
que o método da Matemdtica, mais até que os seus contéudos, é essencialmente uma ferramenta para a
descoberta e a argumentacdo rigorosa que constitui, ao fim e ao cabo, a esséncia de cultura cientifica.

Antes, porém uma pequena nota para dizer que, no dambito de dois projectos de doutoramento con-
junto entre a Universidade do Minho (D1-CCTC) e a University of Nottingham, estd a ser desenvolvida
uma ferramenta para registo e manipulacdo de férmulas matematicas manuscritas. Resumidamente, o
eventual utilizador serd capaz de escrever manualmente expressdes matemdticas no ecrd de um Tablet
PC (ou de outro dispositivo que aceite input através de uma caneta) que serdo reconhecidas por soft-
ware, possibilitando uma manipulagdo automatica e confidvel da sua estrutura. Esta ferramenta, apesar
de ainda se encontrar numa fase inicial, ird facilitar a escrita de texto matemaético, como se manuscrito
numa folha de papel, assistir no ensino das técnicas calculacionais em Légica e na resolugdo de proble-
mas, aumentando, deste modo, a capacidade de cada aluno se exprimir e raciocinar em Matematica.

3 Alguns exemplos

3.1 O pastor, a ovelha, o lobo e a couve

O primeiro exemplo, retomando um enunciado bem conhecido, pde em relevo um aspecto que é muito
caro aos informaticos: a importancia de uma correcta modelacio do problema para evitar o recurso a “forga
bruta”. Ilustra-se aqui um principio importante para a resolucio eficaz de problemas, a saber, evitar

distingdes desnecessirias.

Um pastor tem que atravessar um rio, levando consigo uma ovelha, uma couve e um lobo. Porém, o
seu barco s lhe permite levar um acompanhante de cada vez, fazendo com que vdrias viagens sejam
necessdrias. Além disso, a ovelha nio pode ficar sozinha com a couve, nem o lobo pode ficar sozinho
com a ovelha.

Como é que o pastor pode concretizar a sua tarefa?

2A expressdo cdlculo ndo tem aqui, obviamente, qualquer conotagdo com repeticdo exaustiva de “exercicios de aplicagdo” téo ao
gosto de certos manuais escolares.



Normalmente, as solugdes para este problema consideram os quatro individuos e, como cada um deles
pode estar numa das duas margens, o niimero de estados possiveis (incluindo estados invalidos) é de 16
(2*). Note-se que se o problema lidasse com 10 individuos, o nimero total de estados aumentaria para
1024 (21°).

Este rapido aumento do ntimero de estados é frequentemente causado por uma ma anélise do problema
e pela existéncia de distin¢ées desnecessarias. De facto, analisando o enunciado do problema com cui-
dado, notamos que existe uma simetria entre o lobo e a couve, pois nenhum deles pode ser deixado
com a ovelha. Esta simples observagdo permite-nos reescrever o enunciado sem distinguir esses dois
individuos. Sendo assim, se designarmos a ovelha por “alfa”e o lobo e a couve por “betas”, temos o
seguinte problema equivalente:

Um pastor tem que atravessar um rio, levando consigo um alfa e dois betas. Porém, o seu barco sé lhe
permite levar um acompanhante de cada vez, fazendo com que vdrias viagens sejam necessdrias. Além
disso, o alfa ndo pode ficar sozinho com um beta.

Como é que o pastor pode concretizar a sua tarefa?

Nao é dificil ver que a solugdo deste segundo problema é tinica e muito mais simples: o pastor atravessa
o alfa e volta sozinho; atravessa um beta e volta com o alfa; atravessa o segundo beta e volta sozinho;
finalmente, atravessa o alfa.

Assim, ha duas solugdes para o problema original que correspondem as duas possiveis escolhas para o
primeiro beta a ser atravessado: o lobo ou a couve.

3.2 Bagatela com logaritmos

Este segundo exemplo visa ilustrar o estilo de prova construtiva que referimos acima. Introduz, também,
a notagdo que usamos para apresentar os nossos calculos. O problema é um exercicio muito simples:

Serd In(2) 4 In(7) superior ou inferior a In(3) 4+ In(5)?

Um modo de atacar esta questdo consiste em formular a hipétese In(2) + In(7) < In(3) + In(5) e
verifica-la do seguinte modo:

(1) A funcdo In é estritamente crescente

2) In(x x y) = In(x) + In(y)

3) 14 <15

4) 14=2%x7el15=3x5

5) In(14) < In(15) por (1) e (3)
(6) In(2) + In(7) < In(3) + In(5) por (2), (4) e (5)

O argumento é f4cil de seguir e verificar, mas fornece pouca intuicdo sobre o problema. Além disso ndo
é simples de recordar nem de reproduzir. Note-se, ainda, que, muito provavelmente, a prova ndo foi
feita pela ordem em que é apresentada. Talvez por isso suscite reduzida adesao dos alunos.

Vejamos, agora, o que seria uma abordagem construtiva ao problema. Note-se, em primeiro lugar, que
ndo se parte de uma hipétese (mais ou menos diligentemente enunciada) mas da prépria questdo a que
se pretende responder.

A prova inicia-se pela identificacdo da incégnita [ (que ndo representa um niimero, como os alunos
estdo habituados na matematica escolar, mas uma relacdo de ordem) e desenvolve-se pela identificacdo



e aplicagdo de propriedades que permitam determina-la. Note-se, ainda, que toda a prova, evoluindo
por manipulagdo sintactica, é construtora de intuigdo e significado.

n(2) +n(7) O n(3) + In(5)

{ afungdo In distribui pela multiplicacéo }
n2x7) 0 In(3x5)
= { aritmética}

In(14) O In(15)

= { 14 < 15 e a fungdo In é estritamente crescente }

o é <

3.3 Um bispo no tabuleiro do xadrez

Consideremos um novo exemplo de raciocinio por calculo na resolucdo de um problema sobre o jogo
do xadrez.

No jogo do xadrez, o bispo move-se ao longo das diagonais. Mostre que, se mover um bispo, a casa
para onde ele se desloca tem a mesma cor da casa inicial.

Toda a resolugdo do problema parte de uma adequada modelacdo e da explicitacdo de uma propriedade
invariante:

Propriedade: Se usarmos coordenadas cartesianas para as casas do tabuleiro e se ao canto
inferior esquerdo corresponder a coordenada (0, 0), entdo podemos dizer que uma casa (i, j)
é preta se as paridades de i e de j forem as mesmas (ou sdo ambos pares, ou sdo ambos
impares).

Consideremos, entdo, o problema: provar que a cor da casa para onde o bispo se desloca é a mesma
da casa inicial. Ndo é dificil ver que se um bispo se encontra na casa (i, ), entdo pode-se deslocar uma
distancia k (positiva ou negativa) para a posi¢ao (i + k,j + k) ou para a posicdo (i + k,j — k) — desde
que fique dentro do tabuleiro. Assim, o objectivo é provar que as casas (i,j), (i+k,j+k) e (i+k,j —k)
tém todas a mesma cor. Para isso, usamos a propriedade acima para definir a fun¢do preta que, dada
uma casa, devolve verdadeiro se ela é preta e falso se ela é branca®. Formalmente,
preta(i,j) = (par(i)=par(j))
Esta fun¢do permite a formalizagdo do nosso objectivo de uma forma muito compacta.

Provemos primeiro que as casas (i,j) e (i + k,j + k) tém a mesma cor, i.e.,
preta(i,j) = preta(i+k,j+k)
Assim
preta(i+k,j+k)

= { defini¢do da fungdo preta }

par(i+k)=par(j+k)

3 Assumimos a existéncia de uma fungdo par que, dado um nimero, devolve verdadeiro se esse niimero é par e falso se é
impar. O simbolo = denota igualdade booleana (i.e., a=b s6 é verdadeiro se a e b forem ambos verdadeiros ou ambos falsos)



= { a funcdo par distribui pela adigéo, i.e., para todo o ie k:
par(i+k)=par(i)=par(k) }
=par(k)=par(j)=par(k)

a equivaléncia é associativa, simétrica, e reflexiva }

defini¢do da fungdo preta }

preta(i,j)

Provdmos em quatro passos que as casas (i,j) e (i + k,j + k) tém a mesma cor. Cada passo é uma
equivaléncia e a justificagdo é dada entre chavetas. Por exemplo, o primeiro passo diz que a expressdo
preta(i+k,j + k) é equivalente & expressdo par(i+ k)=par(j + k), por defini¢do da fun¢do preta. Por
outro lado, no terceiro passo utilizamos propriedades da relagdo de igualdade booleana para remover a
sub-expressdo par(k). Finalmente, por transitividade da relagdo de igualdade booleana concluimos que
a primeira expressdao — preta(i+k,j+ k) — é equivalente a dltima — preta(i,j) (i.e., as casas (i,j) e
(i+k,j + k) sdo ambas pretas ou sdo ambas brancas).

Sugerimos ao leitor que, de modo similar, verifique que (i,j) e (1+k,j — k) tém a mesma cor, e que cada
jogada de um cavalo é para uma casa de cor diferente da original.

3.4 Um problema sobre divisibilidade

O exemplo seguinte mostra que um formato de prova conciso, juntamente com o uso da légica equaci-
onal, permite construir argumentos mais concisos, informativos e rigorosos. Veremos, em particular, de
que forma permite evitar o recurso a argumentos por dupla implicagio que, apesar de usados recorrente-
mente, dificultam a compreensdo da prova.

Consideremos, pois, o seguinte lema e respectiva prova, extraidos da pagina 39 do livro “Elementary
Number Theory” de Gareth A. Jones e J. Mary Jones (Springer, 1998). No que se segue a expressdo
a=b (mod n) significa que a e b sdo congruentes médulo n, i.e., a e b tém o mesmo resto na divisdo
inteira por n. Também usamos a barra \ para denotar a relagdo de divisdo. Assim, n\(a —b) significa
que n divide o inteiro a — b, i.e., existe um inteiro k tal que nxk=a—"b.

Lema 3.1
Para qualquer n>1 temos que a=b (mod n) se e sé se n\(a—Db).

Prova

Escrevendo a=qxn+1 e b=q'xn+1/, temos quea—b=(q—q’)xn+ (r—r’) com
—n<r—r'<n. Sea=b (mod n), entdo r=r’,i.e., v —1r'=0. Temos entdo a—b=(q — q')xn,
que é divistvel por n.. Conversamente, se n divide a — b, entdo divide (a —b) — (q — q')xn=r—1';
como 0 é o tinico inteiro estritamente entre —m e n que é divistvel por n, temos que v — v/ =0. Entio,
a=Db (mod n).

Vejamos agora como podemos reescrever esta prova, utilizando um formato mais conciso e evitando a
dupla implicagéo:

Prova
Escrevendo a=qxn+r e b=gq'xn+1/, temos que a—b=(q—q’')xn+ (r—r’) com
—n<r—1'<n. Entao,



n\(a—b)
= { porquea—b=(q—q')xn+(r—1r') }
mM\((q—a’)xn+(r—r7)

= { propriedade da divisdo inteira }

= { temos que —n<r —1’<n e 0 é o tnico inteiro estritamente

entre —n e n que é divisivel porn }

= { r—1'=0 = r=r’ e defini¢do de congruéncia }

a=b (mod n)

Em apenas quatro passos provamos o lema, utilizando as mesmas propriedades da prova original. Além
disso, concluimos imediatamente que quaisquer duas expressdes das cinco apresentadas sdo equivalen-
tes.

3.5 Tetraminds e invariantes

O nosso ultimo exemplo recorre a uma técnica muito importante na concepgdo de algoritmos e que
acaba por ter um espectro de utilizacdo muito vasto na resolugdo de problemas em Matematica. Trata-se
do recurso a propriedades invariantes. Um invariante é uma propriedade que se mantém constante. O
exemplo ilustra como é que invariantes, aliados com o nosso formato de prova, sdo tteis na resolugdo
de problemas.

Um tetramind é uma figura geométrica composta por 4 quadrados do mesmo tamanho. Supondo que
um tabuleiro rectangular é coberto por tetraminds, mostre que pelo menos um dos lados do tabuleiro
tem um niimero par de quadrados.

E facil ver que quando se coloca um tetraminé no tabuleiro, o niimero de quadrados cobertos aumenta
4. Assim, um invariante deste problema é que o niimero de quadrados cobertos é um mdltiplo de 4.

Usando este invariante, a solugdo do problema é imediata:

um tabuleiro mxn esta coberto por tetraminds
= { invariante: o niimero de quadrados cobertos é um mdltiplo de 4;
ha mxn quadrados cobertos }
mxn é multiplo de 4
= { propriedade de multiplos }
mémultiplode2 V n émaultiplo de 2

Note-se, de passagem, que o formato de calculo que utilizamos permite escrever implica¢des da mesma
forma que escrevemos equivaléncias.



4 Uma proposta

Esperamos ter conseguido nas sec¢des acima dar uma ideia de uma abordagem a resolugdo de pro-
blemas que, cultivada nas Ciéncias da Computagédo, nos parece ter algum potencial para o Ensino da
Matemaética nos anos terminais do Ensino Bésico e no Ensino Secundario.

As preocupagdes e as linhas deste texto sdo comuns a outros grupos de investigagdo em departamentos
de Ciéncias da Computagdo em diversas universidades europeias com quem temos contacto. Mas serdo
elas relevantes para quem tem no dia-a-dia a missdo de ensinar Matematica e, sobretudo, de estimular
a capacidade de pensar matematicamente?

Estamos convencidos ser essa capacidade, mais que qualquer pretensa literacia informatica ou tec-
noldgica, a pedra de toque do sucesso pessoal e social na complexidade da Sociedade da Informacéao.

Gostarfamos, pois, de iniciar um didlogo com alguns professores de diferentes niveis de ensino. Por isso
lancamos o convite para uma workshop informal onde nos propomos

e apresentar e ilustrar este tipo de abordagem,
e aplicd-la a um conjunto de problemas,
e situd-la numa breve incursio na Histéria da Matematica,

e apresentar algumas ideias de ferramentas computacionais capazes de a apoiarem.

Aqui fica o convite:

Workshop: Que Matematica para a Sociedade da Informacao?

Sabado, 29 de Margo, 2008 (9.30h — 18.00h)
Departamento de Informatica

Campus de Gualtar (Braga) da Universidade do Minho

(confirmar para Luis S. Barbosa: 1sb@di.uminho.pt)




