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Resumo Sistemas de eventos discretos sao uma importante subclasse de
sistemas (& luz da teoria dos sistemas). Estes tém sido usados, em particu-
lar na industria, para analisar e modelar uma grande variedade de siste-
mas reais, como por exemplo sistemas de produgao, sistemas computacio-
nais, sistemas de trafego e sistemas hibridos. Este artigo propde uma me-
todologia e um algoritmo para aprendizagem, através de execugoes amos-
tra, de processos semi-Markovianos generalizados, um modelo estocastico
para sistemas de eventos discretos estocdasticos. Introduz-se também uma
nocdo de modelacdo, andlise e verificagdo de sistemas continuos e de
modelos de perturbagdo, verificdveis no contexto de model checking es-
tatistico.

1 Introducao

Sistemas de eventos discretos (DES) sao sistemas largamente usados na indistria
como modelos padrao para a solucao de problemas de modelagao que envolvam
um espago de estados discreto [2]. Normalmente os DES sao usados de modo
hibrido com sistemas dindmicos de varidvel continua (CVDS). Os CVDS evo-
luem de acordo com quantidades mediveis, tais como a temperatura, a pressao e a
aceleracdo (caracterizam-se essencialmente por um espago de estados continuo).
Ao contrério dos CVDS, os DES evoluem num espaco de estados discreto e cada
mudanga de estado é guiada por um evento (i.e. o espago de estados apenas muda
quando ocorre um evento). Neste contexto, este artigo propde a exploragao dos
DES com maior incidéncia na vertente estocastica, sistemas de eventos discretos
estocdsticos (SDES), de forma a reforcar a relagao entre os SDES e os processos
semi-Markovianos generalizados (GSMP) [4,8]. Em termos préticos, as contri-
buigoes aqui apresentadas procuram abordar o problema de modelacao, teste
e validagao de sistemas dindmicos (DS), que atuam em contextos complexos.
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Assim, pretende-se conseguir capturar o comportamento de fenémenos para os
quais ¢é dificil obter uma definigao analitica precisa e para os quais os DS alvo
devem dar resposta. Neste enquadramento, propoe-se a construgao do modelo
com base em medigoes recolhidas e pretende-se que o modelo sirva de base a
geragao de testes e a verificagao formal. Assim, a modelacao estocéstica baseada
em autdmatos estocdsticos (SA) é a candidata certa, em detrimento de outros
modelos como exposto em [1], pelas seguintes razoes: é possivel definir um mo-
delo com um numero razoavel de amostras; é possivel dar fortes garantias na
correcao do processo; e é possivel usar este tipo de modelos no contexto da
verificagdo de modelos probabilisticos [8].

A classe de processos estocasticos é extensa. Como tal, a unificacdo desses
mesmo processos, por meio de modelos mais gerais (como por exemplo modelos
guiados por eventos) sdo uma mais valia para a andlise, verificagdo e teste (i.e.,
reduz-se o uso de ferramentas e modelos diferentes). Assim, propomos um algo-
ritmo de aprendizagem de GSMP que servirda de modelo estocastico em SDES.

A obtencao de modelos, em muitos casos, é necessaria para a aprendizagem
e optimizagao da dinamica de sistemas continuos e de modelos de perturbacao
para DS. Neste contexto, propomos uma abordagem de validacao e teste para
sistemas continuos. Com o uso de processos generalizados (i.e., que seguem
uma estrutura guiada por eventos), tendo em conta a fiabilidade do teste de
Kolmogorov-Smirnov (K-S), consegue-se uma simplificacdo da metodologia para
a obtengdo da equivaléncia de estados relativamente a outros trabalhos [6,1,5,7].
Consegue-se também efectuar a garantia para a convergéncia do método K-S,
de que dados os caminhos de execucgoes simbodlicas, no limite, o nosso modelo
aprendido converge para o original.

O artigo organiza-se da seguinte forma: na seccao 2 serd efectuada uma des-
cricao breve das nossas definicoes para o processo de aprendizagem, do nosso
algoritmo e da correccao do mesmo; e na seccao 3 descrevem-se as aplicagoes
préticas, conclusoes e direcges para o trabalho futuro.

2 Definicoes e processo de aprendizagem

Definem-se nesta seccao os elementos essenciais a metodologia de aprendizagem
proposta. Neste contexto, requer-se a relagao entre o modelo estocastico GSMP
e SDES definida em [9, p. 49]. Um processo GSMP [4] analogamente & defini¢ao
de autémato estocdstico (SA) é um processo caracterizado essencialmente por
uma estrutura baseada em eventos, onde existe uma dependéncia histérica da
idade dos estados (i.e., necessita-se saber os tempos de espera de cada estado).
No entanto, como propriedade essencial nas cadeias de Markov o estado futuro
apenas depende exclusivamente do seu estado actual.

Dado M = (X,€&, f,I",z9, G, RV) o modelo de SA, onde X é o conjunto de
estados; £ é o conjunto de eventos; f é a fungdo de transigdo associada a cada
transicao de estado de s para s’, dado um evento e, onde s,s" € X e e € &;
I' é uma fungao de eventos ativos para cada estado; xy é o estado inicial; G
é uma estrutura de reldgios estocasticos, associados a cada evento; e RV é um



conjunto de varidveis de recompensa (reward variables) para a andlise qualitativa
do modelo.

Similitude estatistica. Definimos similitude estatistica de estados (PSS) como
uma relagdo de equivaléncia entre os estados. Mostra-se mais a frente que a

decisao de juncao de estados é, no limite, a correcta. Para que esta definicao

seja vélida, como [6] refere, terd que ter como entrada ao processo de apren-

dizagem amostras estruturalmente completas. Seja M = (X, &, f, I, zp, G, RV)

um autémato estocédstico que modela um GSMP, dados dois estados s,s’ € X,

define-se PSS se e somente se,

[T(s)] = |T'(s")] (1)

e se existe uma correspondéncia f, de um para um, entre os conjuntos I'(s) e
I'(s'), para qualquer evento e, e’ € &, i.e.,

G(s, f(e)) = G(s',¢) (2)

onde |I'(s)| é o nimero de eventos ativos no estado s e G uma funcao de distri-
bui¢do. Como exemplo, dado |I'(s)| = |I'(s")| = 2, I'(s) = {a, b}, I'(s') = {¢, d},
verifica-se (1) (i.e., o conjunto de eventos activos de s e s’ tem o mesmo tama-
nho), no entanto, verifica-se (2) se G(s,a) = G(¢',¢) e G(s,b) = G(s',d), ou
G(s,a) = G(¢',d) e G(s,b) = G(¢',¢). Contudo, o conhecimento do identifica-
dor do evento, para a definicao proposta, revela-se nao significativa, i.e., nao se
necessita conhecer, a priori, o identificador nem a distribuicao associada a um
determinado evento.

Aprendizagem de GSMP. Esta baseia-se, em tragos gerais, numa juncao de
estados equivalentes (state merge) efectuada sobre uma drvore de prefixo cons-
truida através de execucoes amostra. Referindo-se a processos com necessidade
de um histérico de idades (o que néo ocorre em processos com a propriedade
de Markov) é necessdrio conseguir reconstruir os seus estados passados & custa
apenas de execucoes amostra. Assim, propomos o algoritmo 1, para estimar os
estados passados dos relégios; o algoritmo 2, que permite concluir a similaridade
entre e estados e construir um SA; e por tltimo, a estimacdo dos parametros
das distribuigoes. Deste modo, conseguimos aprender qualquer que seja o GSMP
alvo.

O ISE verifica se ao longo do caminho n o valor de relégio actual, na amostra
[, é o valor original do relégio, permitindo pré-estimar os estados da estrutura
de relégios.® Caso nao seja o valor original, reconstréi-se este valor com o auxilio
de um mapeamento map entre a rvore de prefixo Pr(S,;) e os caminhos S, ;.
Assim, verificamos se o nodo predecessor p poderia ter inicializado um novo
relégio (new clock) na simulagao.?

3 Entende-se por valor original do relégio, o valor da funcéo de distribuicéio, no mo-
mento de atribuicado de um novo relégio.

4 Note-se que num GSMP a decisdo de seguir uma determinada transicio é efectuada
segundo a competicdo pelo menor tempo de espera de cada evento.



Algorithm 1: Inverse scheduler estimator (ISE)

input : A set of paths S, ; of size |S,| and a prefix tree Pr (Sy,)
output: A prefix tree with original clock samples

for n < 1 to |S| do // For all paths n
for | + 2 to |S,| do // For all nodes ! of path n
for fn< [l to1ldo // Decrement fn

if = (e(Sn,1) € C(map(Sn,sn) A |C (map(Sn,fn))| > 1A
| €(Sn,fn) # €(Sny)) then fn «+ fn+ 1; break;
if Sy, fn # Sn, then
for t < fn tol do // Estimate original clock value
val < val 4 cl(Sn1);
L if Sp,+ = Sn,; then break;

| replace(clk(map(Sy,1)),val) ; // Set the estimated clock value

Define-se o algoritmo 2, como um algoritmo de aprendizagem de GSMP
através de juncao de estados (state merge). Esta jungio é efectuada sobre uma
arvore de prefixo e com o apoio do teste de K-S [3], para testar se duas dis-
tribuicdes distintas sao ou nao iguais. Encontram-se algumas diferencas relati-
vamente a outros trabalhos relacionados [6,1], das quais se destacam: o tipo de
teste usado (K-S), a construcao do algoritmo de forma a ser possivel paralelizar
os ciclos (suportando modelos mais complexos) e uma maior abrangéncia dos
processos estocdsticos (com a consideragdo de um GSMP). Contudo, e de modo
idéntico, segue também uma abordagem para a juncao de estados equivalentes
sobre uma arvore de prefixo.

O algoritmo comeca por ordenar todas as palavras da arvore de prefixo
Pr (S,), segundo o niimero de nodos sucessores. Aplica-se de seguida uma fungao
de separacdo, em que todos os nés possiveis (com o mesmo tamanho C(n), para
todas as palavras n) sdo divididos em sub-conjuntos (grupos). Para cada um dos
grupos testa-se a similitude estatistica de cada um dos nodos existentes, através
do teste K-S. De seguida, caso se verifiquem nodos similares, efectua-se uma
jungao deterministica entre os respectivos nodos de Pr(S,). A fungao merge
junta recursivamente todos os nodos até que nao exista nenhuma transicao nao
determinista.

Define-se por ultimo, para concluir o processo de aprendizagem, a deter-
minagao dos parametros para cada uma das distribuicoes associadas a cada
evento. Estimam-se os parametros aplicando o método da estimacdo de mazrima
verosimilhanca (MLE). Por exemplo, estima-se o pardmetro A\ para uma distri-
buigao exponencial, dois parametros {\, k} para uma distribuigdo de Weibull e
outros dois pardmetros {u, o} para uma distribuicdo Log-Normal. O estimador
MLE ¢ dado por Oy 15 = arg maz Yo iin f(z; ] 6), onde  é um conjunto de

6co
pardmetro de f, f denota alguma das fungoes densidade anteriores e (1, ..., z,)

uma amostra particular de f.



Algorithm 2: Probabilistic similarity of states (PSS)

input : A prefix tree Pr (S)and type I error o

output: A stochastic automata

C « Split (Sort(Pr(S)));

for ¢ + 1 to |C| do

for n <1 to |C.| do nd < next(Cen)

while nd # last(C.) do G + C(nd)

foreach a in C(C.,) do // Compare two children sets
foreach b in G do F,, = T (0(a)); Frny = T (0(b))

L if | /e sup |Fn, (z) — Fry(z)| > Ko then remove(G, b);

if G =0 then // Children set C(nd) and C(C,,) are similar
if deg(nd) > deg(C.,») then merge(Pr(S), Cen,nd);
else merge(Pr(S),nd,Cen);
remove(C(Cen), nd);

| nd < next(nd);

De modo a garantir a correcta jungao de estados no algoritmo, precisamos
mostrar que no limite a juncdo de estados serd eventualmente a correcta. As-
sim, necessita-se assegurar um conjunto de simulagoes estruturalmente comple-
tas para garantir que, no limite, sobre um grande niimero de amostras, temos
informacao suficiente para formar o nosso modelo. Este problema é conhecido
como a insuficiéncia de dados para a criacio de um modelo equivalente.® No
contexto PSS temos que ter atengdo a dois tipos de erros: erros de tipo I («)
(onde rejeitamos a equivaléncia dos estados, quando na verdade nao deveria ser
feito); e erros de tipo II (8) (onde ndo rejeitamos a equivaléncia dos estados,
quando na verdade o deverfamos ter feito), por forma a garantir que o nosso
algoritmo decide corretamente.

Proposigao 1 Consideremos o teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amos-
tras, de dimensdo ni e na, ao nivel de significancia o. Para amostras suficien-
temente grandes, i.e., quando nqy — 00 e ny — 00, [ tende para zero.

Apresentamos aqui um esquema da prova. A prova desta proposi¢ao baseia-
se nas seguintes constatagoes: pelo teorema de Glivenko—Cantelli quando Hy
é verdadeira e n; e ny tendem para infinito, sup |F,, () — F,,(z)| converge

z€R
quase certamente para zero. Entao, da unicidade do limite, tem-se quando Hy é

ning
ni+na

verdadeira e ny — 00, ng — 00 que sup |Fp, () — F,,(x)| tende quase
z€R

certamente para 4oo. Logo, sob a validade de H;, a probabilidade de rejeitar
Hj tende quase certamente para 1, o que permite concluir o pretendido.

Pela proposicao 1 conclui-se, nos mesmos propédsitos do trabalho relacionado
[6], que a extensao que propomos garante, no limite, uma correta aprendizagem.

5 Apenas com trajetérias de tamanho infinito se garante que para qualquer modelo,
que o modelo aprendido podera eventualmente convergir para um equivalente.



3 Conclusao e trabalho futuro

Num contexto de verificagao de modelos (model checking), um GSMP tem que
ser expresso numa linguagem baseada em eventos de modo a poder ser veri-
ficado. Com esse intuito, desenvolveu-se um conversor, que traduz os modelos
aprendidos numa linguagem guiada por eventos, aceite pelo Ymer [8].

Numa perspectiva de aprendizagem, a aquisicao de modelos de perturbagao
para sistemas continuos é efectuada com sucesso, em particular nos sistemas
com um espaco de estados continuo de uma dimensdo. Assim, modelos sobre
condigbes muito especificas podem ser analisados, verificados e testados. Con-
tudo, o processo de aprendizagem implica passos como discretizacao do espago
de estados, a aprendizagem estocéstica de um conjunto de trajectorias discretas
e a consequente regressao das simulagoes efectuadas do modelo (i.e., gera-se um
conjunto idéntico de trajectérias as aprendidas). Por auséncia de espago, nao
é aqui apresentada a metodologia em detalhe, mas serd reportado futuramente.
Como caso prético, foram construidos modelos de perturbagao de uma dimensao
sobre reais, para um péndulo invertido dado por um conjunto de simulacgoes de
uma equagao diferencial de segunda ordem.

Desenvolveu-se a ferramenta SDES framework para Matlab, que da suporte
& simulacdo, modelacao, aprendizagem e conversao de modelos.®

Esta em curso a aprendizagem de um sistema continuo de controle de uma
aeronave, que serd verificado usando o verificador Ymer [8] para garantir se de-
terminadas acgoes sao efectuadas dentro de um conjuntos de valores requeridos.
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