Sumadrios (2007-08): Semantica da Programacao

Luis Soares Barbosa

Programa.

e Introducdo. Sintaxe e semdntica. Semantica operacional, denotacional e axiomaética.

e Esquemas de defini¢do e prova por indugdo.

Introdugéo a semantica operacional de uma linguagem imperativa.

Introdugéo & semantica denotacional e teoria dos dominios.

Equivaléncia entre as semanticas operacional e denotacional de uma linguagem imperativa.

Semantica operacional e denotacional de uma linguagem funcional.

Bibliografia.
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o B. Pierce. Types and programming languages. MIT Press. 2000.
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Avaliacdo.

e Teste tinico.

o Assiduidade e participacdo nas aulas (até |2| valores em torno da nota do teste.)






Aula1. [(T) Seg, 31 Mar 2008, 11-13 h]

Sumario:

Apresentacio da disciplina: motivagdo, programa, sistema de avaliacao.

Sintaxe vs semantica. Nogdo de sintaxe abstracta.

Abordagens fundamentais a semantica das linguagens de programagdo vs dreas de aplicacdo tipicas
(e.g., e respectivamente, andlise e cdlculo dos programas, concepgio de linguagens e verificagdo de programas).

Denotacional

T

Operacional Axiomatica

Modelo (4lgebra)

T

Maquina (coalgebra) Teoria (16gica)

Mapa de linguagens a abordar neste curso

Lis linguagem imperativa simples

LFs linguagem funcional simples:

B com passagem de pardmetros por valor (call by value)

B com passagem de pardmetros por referéncia (call by name)

LFs++ | linguagem funcional com tipos de ordem superior (produto e exponencial):
B com avaliagdo eager

B com avaliagdo lazy




Aula2. [(T) Ter, 1 Abr 2008, 09-11 h]

Sumario:

Introdugédo & Semantica Operacional estrutural.
Exemplificagdo com uma pequena linguagem imperativa LIS.
Semantica de transigdes para L1S. Derivagdes. Propriedades.

Li1s: Sintaxe

P == C|E|B

C == skip|l:=FE|C;C|if BthenCelseC | while BdoC
E == n|l|EipE

B == b|l|EbrelE

comneZ,beBele{i,la,- -}

Li1s: Seméntica operacional (dita transacional, estrutural ou small-step)

(loc) (l,s) — (n,s) <= ledomsAsl=n
(Er,s) — (B, 5)

opl

o) (EropE2,s) — (EjopEy,s’)
(Ea,s) — (Ej,5')

op2

o) (n1opEs,s) — (niopEj,s)

(op3) (n1 opng, s) — (¢, s) <= c=mniopns

(E,s) — (E',s)

(setl)
(l:=E,s) — (l:=F'§)

(set2) (I :==n,s) — (skip, s[n/1])

(seql) <Cl7 S> - <lelv S/>
(C1 5 Cay5) — (O] 5 Ca, )

(Seqz) <Sk|p 5 Ca S> - <Cv S)

i) e it

(if Bthen Cy else Cy,s) — (if B then C else C5, s')
(if2) (if truethen Cy else Cy, s) — (C4, s)
(if3) (if false then Cy else C, s) — (C, s)

(whl)  (while BdoC,s) — (if Bthen (C ; while B do C) elseskip, s)




Aula3. [(TP)Seg, 7 Abr 2008, 11-13 h]

Sumario:

Os métodos indutivos como ferramenta de célculo em Semantica. Revisdo das no¢oes de indugio ma-
temdtica e indugio estrutural, como casos particulares de esquemas indutivos sobre ordens bem-fundadas.
Resolucéo de exercicios.

o Indugdo matemitica:

(0 A (Vn :neN: ¢n =>d(n+1)) = (Vn: neN: ¢n)

o Indugcdo estrutural (ie, sobre estruturas polinomiais ("drvores’) finitas):
(Va:a€A: ga)y N Ve :ceC: ¢pt1---Pty, =¢c(ty, -t,))) = ¥Vt : t€T: ¢t)

onde A e C designam os conjuntos de construtores com 1 e mais que 1 argumentos,
respectivamente.

o [nducio noetheriana (ie. sobre uma ordem bem-fundada (U, <)):

(Vu :uwelU: Vv :v<u: ¢v)y=0¢u)) = NVu:uel: ou)

Exercicio. Mostre que ¢n = n?, para ¢pn = 2?21(23' —-1).

Exercicio. Mostre que ndo existe nenhuma string u tal que, para simbolos a e b distintos, au = ub.

Exercicio. Mostre por indugdo estrutural que

len - (map f) = len
Exercicio. Formule e prove um teorema similar sobre drvores bindrias.

Exercicio. Formule o esquema indutivo estrutural sobre arvores generalizadas (ie, com um ntmero
finito mas arbitrario de descendentes).



Aulad. [(T) Ter, 8 Abr 2008, 09-11 h]

Sumario:
Definic¢ées indutivas por conjuntos de regras. Esquema indutivo associado.

o Indugio sobre a estrutura de (A, R):

(WVa : a€A: ga) N Vr : r=[(h1,- ,hn)F ] ER: dhy---dh, = dc))
=Vt :teTD: ¢t)

onde A e R designam os conjuntos de axiomas e regras de construgio, respectivamente,
que definem indutivamente um (sub-)conjunto de termos 7'D.

Exercicio. Demonstre que o sistema de regras de transi¢do usado na aula anterior para especificar a
semantica operacional da linguagem LIS é deterministico. Para isso, prove por inducao sobre a estrutura
das regras

V(P s, P,s) & (Ps) — (P,s') AN (YP",s" :: ((P,s) — (P",s")) = (P"=P"'ANs' =5"))

Resolugdo (parcial). Consideremos apenas o fecho para a regra (setl):

V(E,s,E',s") = ¥(l:=FE,s,l:=Fs)

e que a transicdo (! := E,s) — (Il := F’, s’) decorre directamente de (set1)

e resta mostrar que
(l:=E,s) — (P",s"y = P'=1:=FE N5 =5

A tnica regra aplicavel (sem violar a HI ¥(E, s, E',s)) é (setl). Note-se que, por exemplo, a
aplicagao de (set2) obrigaria E a ser um inteiro e violaria o primeiro factor conjuntivo da HI.
Assim, por (setl), vem P" = [ := E” para algum E" tal que
<E, S) N <EN7S//>
mas a Hl implicaque E' = E”" es' =s". Logo P" =1:=E" =1:=F'es =s".
Questido. A que concluséo se chegaria se o predicado W fosse relaxado para
q 8 P P

V'(Ps,P',s") & (YP" s" :: ((Ps) — (P",§") = (P'=P'As =5"))



Aula5. [(T)Seg, 14 Abr 2008, 11-13 h]

Sumario:
Semantica de avaliacio para LIS. Equivaléncia entre as semdnticas de transicio e de avaliagio.

L1s: Semantica operacional (dita de avaliacdo, natural ou big-step)

(EV con) (e,8) I {e,s) (c€eZUB)
(EVlioc) (I,s) I (n,s) <« ledoms A sl=n
<E17 S> ‘U’ <’/l1, 5/> <E23 5/> ‘U’ <’fl2, 5N>
EV =
( op) <E1 op B, s) U (c, s”> < c=n10png
(EVset) (B,9) ¥ n, 5)
(= EB,5) ¥ (skip, ' /1]
(EVseq) <Cl7 S> ‘U’ <Sk|pa S > <023‘? > ‘U’ <Sk|pa S >
(Cy 5 Co,8) | (skip,s”)
(EVif1) (B,s) | (true,s')  (C1,s") <.Skip, s")
(if Bthen Cy else Cy, s) | (skip, s”)
(EVif2) (B, s) | (false, s")  (Cs,s") | (skip, s”)
(if Bthen Cy else Co, s) || (skip, s”)
(EVwhl) (B, s) | (true, sy (C,s") | (skip,s”) (while BdoC,s") | (skip,s"")
(while Bdo C, s) |} (skip, s"")
(EVwh2) (B, s) | (false, s")

(while Bdo C, s) |} (skip, s)

Teorema (equivaléncia entre — e |}) Para toda a configuracdo (P, s) e toda a configuracdo
terminal (V, s’), no contexto da linguagem LIS, tem-se que

(Ps) L (V,s') & (Pys) —" (V) 1)

onde —* designa o fecho reflexivo e transitivo da semantica de transigdo —.




Teorema (propriedades de |}) Para toda a configuracdo (P, s) e todas as configuragoes termi-
nais (V, s") e (V', ") no contexto da linguagem LIS, tem-se

e Se(P,s) | (V,s')e(P,s) | (V' ,¢"),entaioV =V'es' =", 1ie. asemantica de avaliagdo
é deterministica.

e Se (P,s) | (V,s'), entdo as expressdes P e V sdo do mesmo tipo (i.e., da mesma categoria
sintatica).

e Se (P,s) | (V,s') e P é uma expressdo bolleana ou inteira, entdo s = ¢/, i.e. a avaliagdo
de expressoes nao produz efeitos laterais no estado.

Exercicio. Mostre que
(whilel > 0dol :=0,{l — 1}) | (skip, s")

para algum s”

Resolugio. Fagamos, para simplificar a escrita, D = whilel > 0dol := 0e s = {{ — 1}. Comecemos por
notar que a guarda do ciclo avalia em (true, s), porque

—  (EVloc — (EVcon
T = <la5> ll <17S> ( ) <07S> ll <Oa5> ( )

(1> 0,s) | (true, s (EVop)

Entdo a regra a aplicar terd de ser (EVwhl) (porqué?):

- (EV set) i - (EVwh2)
Ty (1:=0,s) | (skip,s) (D, s") |} (skip, s")

(D, s) |} (skip, s”)

para algum s’ e s”. A hipétese do meio é deduzida via (E'V set) na arvore seguinte

(EVwhl)

—  (EVcon
T, = <0,S> l} <078> ( )

(1:=0,s) | (skip, s")

com s’ = {l — 0}. Finalmente, a dltima prova origina

(EV set)

——(BEVloc) ————— (EVcon)
(1,s") 40, 5) 0,57 4 (0,5) (EVop)
T3 = (1>0,5) | (false, s") i

(D, s) | (skip, s’)

(EVwh2)

Note-se que s” = s’. Finalmente,
T T, Ty

(D, s) | (skip,s")

(EVwhl)



Aula 6. [(TP) Ter, 15 Abr 2008, 09-11 h]

Sumario:
Nao houve por impedimento do docente.

Aula7. [(TP)Seg, 21 Abr 2008, 11-13 h]

Sumario:
Resolugédo de exercicios sobre Semantica Operacional.

Exercicio. Discuta a adequacdo da seguinte regra seméntica que alguém prop0s para captar o signifi-
cado operacional do comando while Bdo C

<B,S> - <B/7S>
(while Bdo C, s) — (while B'do C, )

Exercicio. Mostre que ndo existe nenhum s’ tal que
{(while true doskip, s) | (skip, s)

qualquer que seja o estado inicial s.

Exercicio. Considere o seguinte programa na linguagem LIS:
P £ y:=ux;a:=1;whiley > 0do(a:=ax*y;y:=y—1)
Calcule uma configuragdo terminal de (P, s), para s = {z — 3,y — 2,a — 9}, mostrando que
(P, sy —* (skip, s’)

Qual o valor de a em s'?

Exercicio. Reporte-se a semantica natural para a linguagem LIS introduzida nas aulas. Mostre que
para toda a expressdo inteira F existe um nimero n € Z tal que

(E,s) 4 (n,s)

qualquer que seja o estado de avaliacdo s. Esta propriedade é designada por normalizagio.

Exercicio. Formalize e prove a seguinte propriedade: a avaliagdo de expressoes inteiras na linguagem LIS é
deterministica.

Exercicio. Formalize e prove um resultado andlogo ao do exercicio anterior para a semantica de transi¢des
de LIs.

Exercicio. Complete as provas dos teoremas enunciados no sumaério da aula anterior (continuando o
trabalho feito na aula tedrica).



Aula8. [(TP)Seg, 22 Abr 2008, 9-11 h]

Sumario:
Equivaléncia seméntica. Resolugdo de exercicios sobre equivaléncia semantica.

Equivaléncia semantica

PP s (YV,s o (P,s) L (V,s) & (Py,s) | (V,s'))

Teorema (congruéncia)
A relagdo = é uma congruéncia sobre configuragoes.

Exercicio. Mostre que

e if BthenCelse C';C"" = if BthenC; (" else C'; C"
o (' = skip;C = Cskip
e iftruethenCelseC’' = C

Exercicio. Considere a seguinte regra semantica para a introdu¢do de um comando que permite efec-
tuar declaragdes locais de referéncias:

(E,s) | (n,s") (Cl'/1], 8" [n/U']) U (skip, s"[n'/U'])
(locall := F; C'endlocal, s) |} (skip, s”)

Mostre que

(C,5) U (skip, s[s(l2) /11, s(11) /12])

para C' = locall := l;1; := lp;ly := lendlocal.

Exercicio. Nas condigdes do exercicio anterior, mostre que, para x # y se tem

localx := F;y := xendlocal = y:=F

Permanecerd vélida esta equivaléncia caso x = y?

10



Aula 9. [(T)Seg, 28 Abr 2008, 11-13 h]

Sumario:
Introducéo a seméntica denotacional.

Semantica denotacional

O significado dos programas é dado pelo seu mapeamento numa estrutura matematica ade-
quada. A émfase é colocada na construgdo de modelos mateméticos para as liguagens de
programacao:

e a cada componente C' de um programa é dada uma denotagio [C], ie um elemento de
uma estrutura matemaética que representa o significado de C em qualquer programa em
que ocorra;

e a denotagdo de uma componente é totalmente determinada pelas denotac¢des das suas
sub-componentes, ie a semantica é composicional

Exemplo: expressdes aritméticas.
[1:E—Z

com, por exemplo,
[n] = n
[E+F] = [E]+ [F]

Exercicio. Calcule [(4+ (34 9))] e mostre que em qualquer expressdo aritmética na linguagem LIS a
colocagao de parentesis é arbitrdria.

Denotac¢des de programas como funcgdes parciais
Seja ¥ a denotagdo matemética de uma nogdo conveniente de estado para a linguagem LS.
Entao,

[]:C—%2X—=%
[]:B—X—~B
[1:F—X—~Z

[skip] = id
[C;CT = [C]-1C]
[*f] = MXseX. (x €doms — sz)
[l:=E] = XseX. (sedom[E] — s[[E]/1])
[if BthenCelseC'] = AseX. ([B]s — [C]s, [C'] s)
[while BdoC] = 777

11



Aula10. [(T) Ter, 29 Abr 2008, 9-11 h]

Sumario:
Nocdo de dominio. Monotonia, continuidade e estriticidade.

Motivagio.

De que forma podemos construir a denotagdo do programa whilex > 0do (y := z xy; 2 := = —1)? Como
o seu estado se resume a duas varidveis, consideremos X = Z x Z. Se recorrermos, como habitualmente,
a semdntica operacional para definir o significado ciclo whilez > 0do (y := z * y; « := = — 1) concluimos
que este deverd verificar a propriedade seguinte:

[whilex > 0do (y :=z*y;z :==x — 1)]
= { semantica operacional }
[if z > Otheny := z x y;x := x — 1;whilex > 0do (y := x x y;x := x — 1) else skip]
= { semdantica denotacional do condicional }
A, y) [skip](z, y) = <0
Uy i=oxy;r =2 — L;whilez > 0do(y :=x*xy;2 =2 — 1](x,y) < x>0
= { semantica denotacional de skip e da composicdo sequencial }
A, y) (z,y) < <0
’ [whilez > 0do(y:==z*xy;x:=a—1)] - Jy:=c*y;xz:=2—1](z,y) < x>0
= { semdantica denotacional da atribui¢do }

- [whilez > 0do(y ==z *y;2:=a— D](z —Lzxy) < x>0

Ficamos, pois, com uma equacdo em w = [whilez > 0do (y := z * y;2 ==z — 1)]:
w=fw (2)

Nao se trata de uma equagdo numa estrutura familiar e rica em propriedades (como, por exemplo, o
corpo dos reais) pelo que necessitaremos de caracterizar a estrutura em que se define e procurar métodos
para a resolver, determinando a denotacédo do ciclo.

Dominio
Uma ordem parcial completa (D,C) é uma ordem parcial onde todas as cadeias crescente
contdveis dyp C d; T dy C ... tém supremo (que representamos por (| | n : n > 0: d,)), i.e.

(VE:k>0:dT{ |n:n>0:dy)) 3)
(Vo :zeD: (Vk:k>0:deCa)=(|n:n>0:d,)Ca) (4)
Se, adicionalmente, (D, C) possuir elemento minimo, i.e.

3L:1leD: Vx:2xzeD: LCux) 5)

seré classificado como um dominio.

12



Monotonia, continuidade e estriticidade
Uma fungdo f : (D1,Cq, L1) — (D2, Ey, 15) entre dominios serd

monoétona se preservar a ordem, ie., zC;y = fzCs fy (6)
continua se preservar supremos, i.e., f(<|_| n:n>0:d,))= <|_| n:n>0: fd,) (7)

estrita se preservar o minimo, i.e., f1; = 1y (8)

Exemplo: dominios definidos sobre os ntiimeros naturais

Exercicio.

O dominio das fun¢des parciais A — B

ordem: fC g & (dom f CdomgA{(Vz : x€dom f: fo=gx))
minimo: | é a funcdo totalmente indefinida, i.e., dom L =0
supremo: o supremo de uma cadeia contavel f; T f, T f3 C ... é uma fungdo f tal que

odomf=<Un : ’I’LZO domfn>

. fx:{fnx < (3n :n>0: zedom fp)

e Mostre que a defini¢do acima define efectivamente um dominio.

Exercicio. Considere a funcédo f na equagdo (2). Indique o seu tipo e mostre que se trata de uma funcéo
continua.

Exercicio. Considere um ordem parcial qualquer sobre um conjunto finito de elementos. Que condicdes
deve esta satisfazer para poder ser classificada como dominio? Justifique.

Exercicio. Mostre que a fung¢do identidade num dominio é continua e que a composta de duas fungdes
continuas é ainda continua.

Exercicio. Justifique a afirmacdo seguinte: para mostrar a continuidade de uma fungio monétona, é suficiente
que para qualquer cadeia ascendente contdvel se tenha

f((l_ln :n>0: dn>)g<|_|n :n>0: fdy)

Exercicio. Seja (N U {o0}, <) a ordem usual nos naturais estendida de formaa (Vn : n € N: n < 00).
Mostre que a fungdo f : NU {cc} — NU {oo} dada por

foo=00

{fn:() <= neN

é monotona e estrita mas ndo continua.

13



Aula11. [(TP) Seg, 19 Mai 2008, 11-13 h]

Sumario:
Pontos fixos de uma funcdo. Cadeias de Kleene e sua utilizagdo no calculo de pontos fixos de fun¢ées
sobre dominios. Calculo da seméntica dos ciclos while.

Pontos fixos
Seja f : D — D uma fungédo sobre uma ordem parcial (D, C) é um elemento z € D. Entdo =
diz-se

e umponto fixode fsex = fx

e um pre-ponto fixode fse fa T x

e um post-ponto fixode fsex C fx

Teorema
O menor pre-ponto fixo de uma fungdo monétona f : D — D sobre uma ordem parcial D é
simultaneamente o menor dos seus pontos fixos.

Prova

fy € omenor pre-ponto fixo de f

= { defini¢io de menor pre-ponto fixo }

furCur ANV :zeD: feCao=puyCx)

= { f émonc’)tona}
fugCusg AN ffusCfup A (Vo :azeD: frla=pupCa)
= { f s épré-ponto fixo de f e u1; é o menor de entre estes }
pr T fug AN fupCup A ffugCfpp AN Ve xeD: feCa=pupCa)
= {eliminagﬁo da conjungdo (i.e.,qb/\d;:nz&)}
ppE fug N fug Epg
= {anti-simetria de E}
py = f g

Teorema (de Knaster-Tarski, 1955)

Seja (D, C) um recticulado completo e f : D — D uma fun¢do monétona Entdo, o conjunto
dos pontos fixos de f é ndo vazio e forma um recticulado completo. Em particular, a base e o
topo desse recticulado (i.e., 0o menor e o maior ponto fixo de f) sdo calculados por

up =[x € DI f(x) S )
v = | J{e € Dl 2 C f()}

Prova (de que ps é o menor ponto fixo de f; o resto fica como exercicio)

14



Seja P = {x € D| f(x) C z}. Sendo D um recticulado completo, s = [ ] P existe em D. Entdo,

Vo :zeP: pusCux)

= { f é monétona }
Vo :axeP: fusC fx)
= { definicdo de P e transitividade }
Mz :zeP: furCx) (ie, fuy é um minorante de P)
= { por definicdo, p1 é 0 maior dos minorantes de P }
Fog Epy
= { por definicdo de P }

pur € P (ie., uy é o menor pre-ponto fixo de f)
= { pelo resultado anterior }

w¢ € omenor ponto fixo de f

O Teorema de Kleene
Seja f : D — D uma fungéo continua sobre um dominio D. Entao o menor ponto fixo de f
existe e é calculado por
uf:<|_|n:n>0:f"J_> 9)

onde

oL 2 1

[l e g

Prova

Verifiquemos que p; definido pela equagdo (9) é ponto fixo de f (o resto da prova sugere-se como
exercicio)

[y
{ definicdo de 5 }
f n:n>0: 1)
{ £ écontinua }
<|_|n :n>0: ffrL)
{ definicdo de f™ }
<|_| n:n>0: f"TH1)
{ supremo de cadeia indexada por N }

Ky

Exercicio. Complete a prova do teorema de Kleene, mostrando, por inducédo sobre n, que iy definido
pela equacdo (9) é o menor ponto fixo de f.

Exemplo. Resolvamos, agora, a equagdo (2) por recurso ao teorema de Kleene (sobre que dominio?), i.e.,

w=fw

15



onde f: ¥ — ¥ é a funcdo

wlx—-1l,xxy) < >0

Calculemos, entdo, uma solucdo para a equagdo (2) como limite de uma cadeia de aproximacoes:

won_
W41 = fwn

Assim,
wo =1
(z,y) < <0
=z, 7).
w1 =A@, y) {J_ = >0
(z,y) < <0
wr =A(z,y). {(0,y) = z=
L = xz>2
(z,9) < <0
0, = z=1
w3 :A(Qj?y) ( y)
(0,2%xy) <= z=2
1L <= >3
(z,y < <0
0,y = =
wy =A(z,y). € (0,2%xy) < =2
(0,6xy) <= x=3
L <= >4
(z,9) < <0
wn =A(z,y). ¢ (0,zlxy) < 0<z<n
1 < xr>n

O supremo desta cadeia de aproximagdes wy T w1 T wa T ... é

woo=<|_|n:n20:wn>={g:g!)*y) z iig (10)

é, efectivamente, solugdo da equagdo (2):

T,y < <0
fom =Aay). § DY
Wl —1l,xxy) < >0

(,9) & <0
= Mz,y). ¢ (0,1%7y) < z=1
0,(z—1sxyxx) < x>0

16



Aula 12. [(TP) Ter, 20 Mai 2008, 9-11 h]

Sumario:
Resolugdo de exercicios: aplicagdes do teorema de Kleene e construgdes sobre dominios.

Exercicio. Recorrendo ao teorema de Kleene determine e caracterize a menor solugdo da equagdo
r = idyUruz®Uzx-x

onde r é uma relagdo bindria em N. Caracterize a dominio que considerou e prove a continuidade da
funcéo da qual z é solugéo.

Exercicio. Repita o exercicio anterior para a seguinte equagdo sobre conjuntos
X =14+4AxX
Nota:
Em vérios exercicios abaixo recorreremos ao seguinte resultado, facilmente verificavel, e ao qual nos

iremos referir como troca. Considere uma cadeia ascendente z; ; num dominio D, duplamente indexada
por niimeros naturais, e tal que

(<i'"' Nj<j) = xi; Capy

entao,

(Jizizo:|i:520my) = k:bk=0mn) = |i:520:(]i:iz0:2)

Exercicio. Mostre que uma fungdo de dois argumentos f : D; x Dy — E, entre dominios, é monétona
se o for em cada um dos argumentos.

Exercicio. Mostre que uma fungdo de dois argumentos f : D; x Dy — D3 entre dominios, é continua
se preservar supremos de cadeias ascendentes contaveis em cada um dos argumentos separadamente,
ie.,

f((l_ln :n>0: z,),y) = <|_|n :n>0: f(xn,y))
f(x,<|_|n :n>0: y,)) = <|_|n :n>0: f(x,yn))

Exercicio (dominio produto).

Dominio produto
Dados dois dominios (D1,Cq, L1,[ |,) e (D2,Ca, La,| |,), define-se um novo dominio (dito o
produto de D; e Dy) tomando como portador o produto cartesiano D; x D, e definindo

ordem: (z,y)C (2/,y)) = 2 C1 2/ Ay Ca v/

minimo: | = (14, Lo)

(1>

supremo: (|| n :n>0: (zp,yn)) = ((Uy 2 : 020 2), (s 7 : 72>0: y5))

e Mostre que a defini¢do acima define efectivamente um dominio.

e Mostre que as fung¢des candnicas de projeccdo, m; e 2, sdo continuas.
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Exercicio (dominio exponencial).

Dominio exponencial
Dados dois dominios (D1,C1, L1, ];) e (D2,C2, L2,[ ],), define-se um novo dominio (dito
o dominio das fungdes continuas de D; para D e representado por D3*) tomando como
portador o conjunto

{f : D1 — Ds| f é uma funcéo continua}

e definindo
ordem: fCg 2 (Vo :z€D;: frilygnm)
minimo: 1 £ 1, (i.e., a fungdo que a qualquer argumento faz corresponder L)

supremo: (| |n :n>0: fo)o = (y,n:n>0: f,x)

e Mostre que, de acordo com a defini¢do dada acima, supremo de uma cadeia ascendente de funcdes
continuas é ainda uma funcédo continua.
Prova:

(Jn:nz0: ) [m:m=0:am)
= { definiciode (| n : n>0: fo) }
(Un:n=0: fuf Jm:m=>0: 2m)

{ cada f, é continua }
(Jn:nz0:(|m:m=>0: fuwm)
= { troca }

(|_|m :m>0: <|_|n :n>0: fazm))

{ definigiode (| | n : n>0: fn) }

<|_|m:m20: (l_ln :n>0: fo)Tm)

e Mostre que a fungéo ev : EP x D — E definida por
ev(fiz) = fa

é continua.
Prova:

ev<|_| n:n>0: (fo,Tn))

= { defini¢do de supremo num dominio produto }

ev(| |k :k>0: fi) ([ |m:m=>0: )

= { definicdo de ev }

<|_|k‘ :k>0: fk><|_|m :m>0: Xy

= { defini¢do de supremo num dominio exponencial }

<|_|k ck>0: fk(|_|m:m202 L))
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{ cada f é continua }

<|_|/€ :k>0: <|_|m :m >0 fram))
{troca}
<|_|n n>0: frx,)

= { definicdo de ev }

n:n=0:ev(fazn))

e Considere a funcdo curry : EC*P —, EP definida por
curry fe = (Ad : deD: f(cd))

Mostre que curry f é continua.
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Aula13. [(TP)Seg, 26 Mai 2008, 9-11 h]

Sumario:
Conclusédo da aula anterior: resolugdo de exercicios (construgdes sobre dominios)

Exercicio (dominio soma).

Dominio soma

Dados dois dominios (D1, C1, L1,| ;) e (D2,C9, Ls,| |,), define-se um novo dominio (dito a
soma separada de D, e Ds) tomando como portador o conjunto

{tiz|x € D1} U{nx|x € D} UL
e definindo
ordem: xCy £ z=1Vv@i:ic{l,2}: 2=u2'ANy=uy Az’ C;y)
minimo: |

supremo: ou é L (se a cadeia consistir neste tinico elemento) ou é o supremo correspondente
em D; ou D, (note-se que numa cadeia em D; + D, apenas pode conter L e um conjunto
de elementos ou de D; ou de D).

e Mostre que a defini¢do acima define efectivamente um dominio.
e Mostre que as fung¢des candnicas de injecgdo, ¢ e to, sdo continuas, mas ndo estritas.

e Considere a fungdo
1 sr=1
[ﬁg]iﬂ: fa' =x=1p
gy Ex =1y

Mostre que esta fungdo é monétona e continua em ambos os seus argumentos.

Nota:
Repare-se que a propriedade universal que, no universo dos conjuntos e das fung¢des, associamos a esta construcdo néo é valida,
pelo que a soma separada néo é um coproduto no universo dos dominios e das fung¢des continuas. Temos apenas,

kE=[fgl €« k-uu=fAk-a=g
i.e., 0 lado esquerdo determina k completamente, dados f e g, mas o lado direito ndo determina kL. Reporte-se ao que estudou
em Célculo de Progamas e procure responder:
e Que leis, do kit associado a soma de conjuntos que estudou, permanecem validas neste contexto?
e Mostre que a propriedade universal acima é vélida se f e g forem fungdes estritas.

o Existe uma outra forma de definir a soma de dois dominios que consiste em identificar 1 e L3 num tnico elemento
L. Mostre que esta forma de soma, dita soma partilhada, satisfaz a propriedade universal quando restrita ao universo dos
dominios e das fungdes continuas estritas (i.e., a soma partilhada é um coproduto) nesse universo.

Exercicio (Combinador ponto fixo).
Dado um dominio D define-se a funcgéo
w:DP — D

que a cada fungdo continua f : D — D faz corresponder o seu menor ponto fixo, i.e., pu f = py.
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e Mostre que 1+ € mondétona.
Prova:

fiC fa

= { definicdo de C }

finfa B fop fo

= { i f2 é pre-ponto fixo de fa }

fipfo B fopfo E pfo
= { i f2 é também um pre-ponto fixo de fi }

pfi Epfa

e Mostre que p é continua.
Prova: Sendo y monétona, (| | n : n<0: uyp,) T p(]n : n<0: f,) (porqué?). Basta, pois,
verificar a outra inequagéo:

u<|_|n :n<0: f,) C (I_ln :n<0: )

Para isso, verifiquemos que (| | n : n <0: p f,) é pre-ponto fixoda fungdo (| | n : n < 0: f,).
Comop( | n : n<0: f,)éomenor pre-ponto fixo dessa mesma fungao, concluimos.

<|_|m:m§(): fm><|_|n:n§0:,ufn>

= { defini¢do de supremo num dominio exponencial }

<|_|m:m§0: fm<|_|nin§03,ufn>>

= { cada fy, é continua }

<|_|k k<0 fupfr)

{ definigdo de pre-ponto fixo para cada f;, }

([ J*:k<0: pf)

1M
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Aula14. [(T) Seg, 26 Mai 2008, 11-13 h]

Sumario:
Dominios planos e operagdo de lifting. Uma meta-linguagem para a escrita de fungdes continuas.

Dominios planos
Qualquer conjunto X pode ser transformado num dominio, dito plano, por inclusdo de um
elemento minimo. Assim,

portador: X, = {|z]|r€ X}u{L}
ordem: dCd 2 d=d Vvd=1

onde | | : X — X éinjectiva.
Esta transformagdo, quando aplicada a um dominio, conhecida por lifting, dizendo-se D, o
lift do dominio original D.

Exercicio.
Considere a seguinte defini¢do da funcdo condicional if then else : B, x (D x D) — D sobre um
dominio D:
r <= b=true
ifbthenzelsey = {y <« b=false

L «=b=1
Mostre que a fungdo é continua nos seus dois argumentos (do tipo B e D x D, respectivamente).

Exercicio.
Seja f : D — E uma funcdo continua. Mostre que a fungdo f* : D, — E dada por

flo 2 fd < x =|d| paraalgumd € D
1 <« caso contrario

é ainda continua.

Nota
O lifting de fungdes, via f* acima, é extremamente ttil quando se pretende raciocinar em ou sobre
dominios. Por exemplo, a interpretacdo da notagdo let - - -in - - - serd

let (z=y)ine 2 Az = )ty

0 que garante que apenas no caso de y ndo ser indefinido (i.e., y # L) serd usado na determinagdo do
valor da expressao e.

Na prética esta construgdo é fundamental para estender a D operacdes em D. Por exemplo, a extensdo
Vi : B, — B, da usual disjuncdo booleana sera

x_1 \/L xro é let (tl = Il,tg = .132) mn Ltl \Y tQJ
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Especificacao de func¢des continuas

O requisito de continuidade das fun¢des usadas em Semantica é essencial (para se poder
determinar o siginificado de defini¢des recursivas como pontos fixos). No entanto, a repeticdo
exaustiva de provas de continuidade é morosa e ndo agiliza o raciocinio em Semantica. Esta
situagdo pode ser contornada, contudo, se na especificagdo das fungdes usarmos apenas um
conjunto de construgdes sintdticas que se prova serem invariantes para a continuidade. lLe.,
quando aplicadas a fung¢des continuas geram ainda fun¢des continuas.

Por exemplo, a prova de que a composigdo de fung¢des continuas é ainda continua pode ser
substituida pela observagdo de que

frg = (e fga)

e pelo facto de o processo de construgdo de abstragdes-\ garantir, como se mostra abaixo, a
preservacdo da continuidade.

Sao, pois, as seguintes as construcdes admissiveis para especificar fungdes continuas:

Varidveis A expressdo z, onde = denota uma varidvel num dominio D, é admissivel uma vez
que a abstragdo (A z : z € D : y) é ou a fun¢do identidade ou uma fungdo constante.

Constantes l.e., expressdes que denotam elementos fixos de um dominio: por exemplo 5, L,
true, mas também eval, 7y, ... que também denotam elementos fixos de um dominio (o
dominio exponencial).

Tuplos Le., expressdes (e1,- - ,e,) que sdo valores no dominio produto D; x ---D,,. Estas
expressdes sdo continuas numa variavel z € D porque

(Ax :xzeD: (e1,---,ep)) €continuo
& {..}
Vi:1<i<n:mAzx:zeD: (e, - ,e,)) €continuo)
= {..}
(Vi :1<i<n: {Az :xz€D: e) écontinuo)
& {..}
(Vi :1<i<n:e écontinuo)
< { por hipétese cada e; é continua em J:}
true

Aplicacdo Dada uma fungdo continua h, h e é continuo em z porque

he é continuo

& {..}

h-{Ax : x€D: e) écontinuo
= {.}

Az : ze€D: e) écontinuo
& {..}

e écontinuoem x
= { por hipétese }

true
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Especificacao de funcdes continuas (cont.)

Abstragao-)\ Se a expressdo e € E é continua nas suas varidveis, entdo claramente (A\y : y €
D : e) também o serd. Além disso o préprio processo de construgdo de abstracgdes-\ é
continuo na sua varidvel x. Se x coincide com a varidvel y o resultado é imediato. Caso
contrario,

(Ay :: e) écontinua em z

= {.}

Az (Ay = e)) écontinuo
& {.}

curry (Az,y = e) écontinuo
= {..}

(Az,y  e) écontinuo
& {.}

e écontinuaem x ey
= { por hipétese }

true

Exercicio. Preencha todas as reticéncias nos argumentos acima, justificando os passos dados.

Exercicio. Mostre que se se definir uma fun¢do entre dominios na metalinguagem descrita acima mas
enriquecida com declaragdes locais da forma let (x = d) in e, essa fungdo ainda serd continua.
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Aula15. [(T) Ter, 27 Mai 2008, 9-11 h]

Sumario:
Equivaléncia entre as semantica operacional e denotacional da linguagem LIS.

Motivagdo.
A definicdo da semantica denotacional para o ciclo while partiu da seguinte observacao intuida a partir
da sua semantica operacional:

[while Bdo C] = [if B then C;while B do C else skip] (11)
Mais tarde demos uma definigdo ndo recursiva para a semantica denotacional do ciclo, i.e.,
[while BdoC] = puy

onde
a-[C]ls <« |[B]s
s < —[B] s

faz()\s:seE:{ )

com base na qual podemos provar a equagao (11):

[if B then C; while B do C else skip]

= { semantica denotacional do condicional, composicdo sequencial e skip }
D ses. {Ewh“eBdoOﬂ [C]s Zﬂﬂgw

& { definigdo de f }
f [while Bdo C]

= { [while B do C] é ponto fixo de f }
[while Bdo C]

Resultados.

Equivaléncia semantica para a linguagem LIS (expressoes)

[E]s=v < (E,s) | (v,s)

Equivaléncia seméntica para a linguagem LIS (comandos)

(Correcgdo) [C]s=s" = (C,s) | (V,s)
(prova por indugdo estrutural sobre os comandos)

(Adequacgdo) (C,s) || (V,s') = [C]s=¢
(prova por indugdo sobre as regras que definem a relagdo )
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Aula16. [(T)Qua, 28 Mai 2008, 11-13 h]

Sumario:

Introdugéo a semantica das linguagens funcionais. Semanticas operacional e denotacional da avaliacdo
de fungdes por passagem de valores (call-by-value).

LFs : Sintaxe

T fr—

x|n|b|TiopT |TbrelT |if BthenTelseT | f(T,T,---,T)

comn € Z,b € B, x pertence a um conjunto Var = {x1,x2, - - -} de varidveis e f a um conjunto

FVar = {fi, f2,---} de identificadores de fun¢des. Representa-se por ar(f) a aridade da
fungdo f, i.e., 0 seu nimero de argumentos.

LFs (termos fechados): Semantica operacional A avaliacdo de termos LFS é sempre relativa
a um determinado conjunto de declaragdes de fungdes:
fi(@y, - Tary) = e
fn(xlv"' 7xar(fn)) €n
(EVcon) cle (ceZUB)
tidv1 talw
(EVop) k S 2 <= v =1v10pU2
tyopts v
tb | true t1 v
(EVif1) : —
if tbthenty elsety | v
th | false to | v
(EVif2) 2r 2
if tbthenty elsets | v
tl U"Ul tQU'UQ tar ‘U’Uar e[vl/xl,vg/xg,--- s Var /xar ]~U’U
(EV fun) (f) (f) (f) (f)
f(t17 o, ta'r(f)) Yo
Exercicio.

Mostre que a semdntica proposta para LFS é deterministica.
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LFS : Semantica denotacional

O significado dos termos é relativo a um ambiente que associa as variaveis em Var as suas
instancias
p:Var —V

onde V = Z U B, e os idenficadores de func¢do, em FVar, a semantica das respectivas
declaragdes, i.e., para um programa contendo declara¢oes das fung¢des f1 a fi,, um tuplo

(b: <¢17¢2a"' a¢k> onde ¢l : Var(fi) ‘)VL
O significado de um termo ¢ serd, assim, uma fungdo
[t] : Fenv — Venv — V.

onde Venv e Fenv designam, respectivamente, o tipo dos ambientes associados a varidveis e
a fungdes que formam o contexto do termo. A fungdo semantica é, assim, definida por

[vldp = [v]
[z] op = Lpz]
[tiopta] o p = [tilép opL [t2]op
, _ [tolgp = [tlop
[if tbthent elseta] pp = {ﬁ[[tb}]qﬁp = [ta]p

[[f(tla to 7tar(f))]] d)p = let (1)1 = Htlﬂ¢pa o Var(f) = [[tar(f)ﬂ¢p) in ¢i(v17 e aU(LT(f))

Note-se que um termo em LFS é avaliado sempre em referéncia ao conjunto de fung¢des declaradas:

fl(xlv"‘ 7I’a7‘(f1)) = €1

fk(xlz"' 7xar(fk,)) = €k

Estas declara¢des podem ser vistas como um sistema de equagdes recursivas nas varidveis fi a fix a
satisfazer por um ambiente ¢ = (¢1, P2, -+ , Pi):

<V Vi U5 € V: ¢1(v17 to 7Uar(f1)) = [[61]]¢p[111/x1, toe avar(fl)/xar(fl)b

(Voi 2 v €V gp(vr, - Varcry)) = leaoplvi/zy, - Var(p) /Tar(s)])

Apesar deste sistema poder admitir mais que uma solugdo, podemos calcular uma solugdo canénica
como o menor ponto fixo da fungao

H : Fenv — Fenv

definida por

<>‘ U1y - avar(fl)) = Hel]]d)p[vl/xl,"' ava'r'(fl)/xar(ﬁ)ba

<)‘ Uy, 7var(fk)) o [[6k]]¢p[’l]1/.’1)17"' ’va’l‘(fk,)/xa’f‘(fk-,)])
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Assim, o ambiente de avaliacdo determinado por um conjunto de declaragées (i.e., pelo programa fun-
cional) serd

¢ = pm

Note-se, por fim, que para um termo fechado ¢, [t]¢p é sempre um elemento de V, , calculado em fung¢éo
do ambiente ¢, mas independente de p.

Exemplo.

fo & fz+3
gr £5
A semantica desta declaracdo é um ambiente
§=(d1,00) € VY x VY
onde (41, d2) é o menor ponto fixo da fungado

Ho = (Am:meZ: [fo+3dplm/al), (Am : meZ: [sloplm/a))
= ((Am:meZ: [fx]ppm/z]+L13]),(Am : meZ: |5]))
= ((Am:meZ: ¢prm+1|3]),(Am : meZ: [5]))

Isto é,
(51,52) = Ug = (J.,()\m T meL: L5J>)
Entdo
lg f10]6p = let(z=[f10]dp) in 02z
= 0o L
1
Exercicio.

Justifique o célculo do menor ponto fixo de H no exemplo acima.

Exercicio.
Mostre que a denotagao [t] de um termo ¢ arbitrario é uma fungdo continua no dominio V"¢

Fenv

Exercicio.
Mostre que a fun¢do H definida acima é uma fung¢do continua.
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Aula17. [(T) Seg, 2 Jun 2008, 9-11 h]

Sumario:
Nao houve aula: participagdo do docente na reunido da Assembleia da Universidade.

Aula18. [(TP) Seg, 2 Jun 2008, 11-13 h]

Sumdrio:
Nao houve aula: participagdo do docente na reunido da Assembleia da Universidade.

Aula19. [(TP) Ter, 3 Jun 2008, 9-11 h]

Sumario:
Resolugdo de exercicios.
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Aula20. [(TP)Qua, 4 Jun 2008, 11-13 h]

Sumario:

Estudo de caso: semanticas operacional e denotacional da avaliagdo de fungdes por passagem de referéncias
(call-by-name).

LFs (termos fechados): Semantica operacional A avaliacdo de termos LFs é sempre relativa
a um determinado conjunto de declaragdes de fungdes:

[z, ) = e
fn(xla"' 7xar(fn,)) = €n
(EVcon) cle (ceZUB)
tidvg talw
(EVop) RS < v =10v10pVy
tyopty v
tb | true t1 v
(BVifl) _ -
if tbthenty elsety | vy
th | false to | v
(EVif2) 27
if tbthenty elsets | v
e[tl/x17t2/x27"' 7tar /xn,r }U’/U
(BV fun) (f) (f)

f(t1,t2, e 'tar(f)) Yo

Exercicio.
Mostre que a semantica operacional proposta para LFS com call-by-name é deterministica.
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LFS: Semantica denotacional
Tal como no caso anterior, o significado dos termos ¢é relativo a um ambiente que associa
as varidveis em Var as suas instdncias (mas agora definido de modo ligeiramente diferente;
porqueé?)

p:Var —V,
onde V = Z U B, e os idenficadores de fun¢do, em F'Var, a semdntica das respectivas
declaragdes, i.e., para um programa contendo declara¢oes das fungdes f; a fi, um tuplo

¢: <¢17¢27"' 7¢k> onde d)i : Vi“‘(fi) _’VL
O significado de um termo ¢ serd, assim, uma fungdo
[t] : Fenv — Venv — V.

onde Venv e Fenv designam, respectivamente, o tipo dos ambientes associados a varidveis e
a func¢des que formam o contexto do termo. A funcdo semantica é, assim, definida por

[v]dp = [v]
[zl ¢p = lpz]
[tiopta] pp = [ti]op op [t2]op

[if tbthenty elsets] pp = —[tblop = [t2]op

[[f(th"’ 7ta7'(f))]]¢p = ¢’L([[t1]]¢p7 ! 7[[tm(f)ﬂ¢p)

{[[tb]]¢p = [ta]ep

Exemplo.

fx 2 fx+3
gr =5

A semantica desta declaracdo é um ambiente
§=(81,00) € VY x VY
onde (41, d2) é o menor ponto fixo da fungdo

Ho = (Am:meZy: [fz+3]ppim/z]),(Am : m € Z, : [5]op[m/x]))
((Am :meZ,: [fx]opim/z]+1 |3]),(Am : meZ,: |5]))
= ((Am:meZ,: prm+y[3]),(Am : meZ,: |5])

Isto é,
(01,02) = pug = (L,(Am : meZ, : |5]))
Entdo
[g f 10]6p
= 0301
= 0oL
15]
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Exercicio.

Calcule f 4 assumindo a declaragdo

Sugestio.

fx = ifx=0thenl elsex * f(z —1)

Considere Z% como o tipo de Fenv e calcule ¢ como o menor ponto fixo da fungdo

He¢

= (Am:m¢e€Z,: [ifx=0thenl elsex * f(x — 1)]¢pp[m/x])

[[l‘]](bp[m/l'} X1 (b([[l’ﬂ(bp[m/x] — 1) P [[$ﬂ¢p[m/x] ?é 0
[1] = m=0

= (Am:mEZL:{ )

Im] x, d(m—1) <= m#0
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Aula21. [(T) Seg, 9 Jun 2008, 9 - 11 h]

Sumario:
Semantica das linguagens funcionais com tipos de ordem superior sob avaliagdo eager.

LFS++ : Sintaxe
T == a|n|b|TiopT |TbrelT |if BthenTelseT | f(T,T,---,T)
| (T,T) | fst | snd
| (TT) | Ae.T |let(x «—T)inT | rec(y = Az.T)

comn € Z, b € B, x pertence a um conjunto Var = {z1,x2, - - -} de varidveis e f a um conjunto
FVar ={f1, f2, -} de identificadores de func¢des.

Notas

e Termos representam ndo apenas valores primitivos (eg, inteiros e booleanos), mas também pares
e fungdes.

Formas Canénicas
O conjunto das formas candnicas é o sub-conjunto dos termos fechados para os quais se con-
sidera desnecessario prosseguir a avaliagdo. Assim,

— todos os valores booleanos ou inteiros sdo formas candnicas;

- um tuplo de formas canénicas é uma forma candnica;

- todas as expressdes-A fechadas sdo formas candnicas;

¢ A linguagem necessita, pois, de suporte sintdtico para exprimir num termo a entidade declaragio de
fungdo. Tal é o prop6sito dos termos rec (y = A\xz.T'). Por exemplo a declaragdo

fxz = if(z=0)thenlelsex * f(x — 1)

serd representada pelo termo rec (f = Az.if (v = 0)thenlelsex * f(x — 1)). Note-se que a sintaxe
rec visa apenas sublinhar que a declara¢do abstraida neste termo pode ser recursiva na variavel y.
Uma alternativa a que se recorre por vezes é fix (y = Az.T’) para explicitar que o termo em causa
representa um ponto fixo de uma equagdo em y.

e Para diferenciar as diferentes espécies de valores que podem resultar da avalia¢do de termos, é
necessario introduzir um sistema de tipos:

7 u=int|bool |TxT|T — T

¢ A introdugdo de tipos visa, precisamente, oferecer um critério de classificagdo dos termos e evitar
expressdes que ndo fazem sentido (e.g., somar um inteiro a uma fungdo). Tal é concretizado via
uma relagdo de tipagem ¢ : 7 (significando que o termo ¢ habita o tipo 7):
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LFs++ : Regras de tipagem

variaveis

valores e operacdes

tipo produto
tipo fungdo
let

rec

rT:T <= typexr =71
n:int b: bool

to :int ti1 :int to:int ¢y :int

to top ty :int to brel t1 : bool
to:bool t1:7 ta:7T

if tothentyelsety : 7

t1:711 t2:72 t:71%To t:T]%To

(t1,t1) : T % Ty fstt:my sndt: T
r:T t:7To t1:71 — To t2:To

Axt:T — T (t1ta) : T2

r:T t1:71 to:To

let (x «— t1)ints: 7o
Yy: T Axt:T

rec(y =Aa.t): 7

LFS++ (com avaliagdo eager): Semantica operacional

(Efc)

(Eop)

(Bif1)

(Eif2)

t1lve 2w
tiopta v

¢l ¢ (cforma candnica)

<= V=01 0pU2

tb | true 1 ¢y
if ththenty elsets | ¢1
tb | false to ) co
if tbthenty elsets | co
tide talc
(t1,t2) I (c1,c2)
t 4 (c1,c2)
Hsttber
t{ (c1,c2)
sndt ey

td dzt] taleo thfea/z] e

(tl tg) l} C
ti e taler/z] e

let (33 —ty)inty | co

)
(Erc)  rec(y=Ax.t) | Ax.(t[rec(y = Az.t)/y])
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LFS++ (tipos): Semantica denotacional

O universo de interpretagdo de cada tipo 7 é um dominio de valores de 7 contendo as
denotagdes de todas as formas candnicas: a intuigdo é que um termo fechado ou é redutivel a
uma forma canénica ou a sua avaliacdo diverge (facto que, como habitualmente, se representa
pelo minimo ). Entdo,

‘/int =7
%ool =B
V‘rl *To — V’T1 X V‘rg
Vi
VTl*"Q = (VTz)L

LFS++ (termos): Semantica denotacional

e Como usualmente os tipos contém varidveis livres, o seu significado é relativo a um
ambiente de varidveis devidamente tipadas

Venv = p:Var — <U Vr o T étipo)

o A cadatermo tipadot : T a seméantica denotacional associa um elemento [t] p do dominio
(V). calculado relativamente ao ambiente de varidveis p.

A fungédo semantica aplicada a um termo ¢ do tipo 7
[t] : Venv — (V;) L

é, assim, definida por

[lp = lv]
[z]p = [pz]
[tioptz] p = [t:ilpopy [t2]p
, [to]p = [ta]p
[if tbthenty elsety] p = {ﬁ[[tb]]p = [l
[(t1,t2)] p letvy = [ta]p,v2 = [t2]pin [(v1,v2)]
[t®lp = | 1)
[snd®)]p = [m2[tp]
[Aet]p = [Av[tplv/a]]
[trt2)]p = leto=[ti]p,v = [t2] indv
[let(x —t1)inta] p = letv = [t1]pin[t2]plv/x]
[et]p = [Av[tlplv/a]]

[rec(y =Az.t)] p

¢ = A [tlplv/z, ¢/y])]
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Aula22. [(TP)Seg, 9 Jun 2008, 11 - 13 h]

Sumario:
Resultados de adequagao.
Estudo de caso: semantica das linguagens funcionais com tipos de ordem superior sob avaliagdo lazy.

Adequacao
A semdntica denotacional diz-se adequada relativamente a operacional se

e para todo o termo ¢ e forma canénica c,
tlhe= [tlp=Icp (12)

e paratodootermot: T,
tl et|Pe (13)
onde as relagoes de convergéncia se definem por

ty
t ‘UDG”

(3¢ : ¢ éforma canodnica: t | ¢)
(Fv :veVr: [tlp=|v])

> 1>

Exercicio. Porque razdo néo faz sentido substituir a implicacdo por uma equivaléncia na equacéo (12)?

Exercicio. Mostre que para todo o termo t e n € Z se tem

tdn < [t]p=Inlp

Exercicio. Esboce a demonstragdo do resultado de adequagdo acima enunciado (caso geral).

Sintaxe
A tnica diferenca sintética relativamente ao caso anterior é a possibilidade de se permitir uma
versdo mais liberal da defini¢do recursiva

rec (y =t)

onde ¢ jd ndo designa necessariamente uma fungdo (i.e., uma abstracdo-)). A regra de tipagem
correspondente serd

y:17 t:7T
rec —_—
rec(ly==t):7
Por outro lado, a avaliagdo lazy, permite uma no¢do mais ampla de forma candnica:

e todos os valores booleanos ou inteiros sdo formas canénicas;

o um tuplo de termos fechados é uma forma canénica;

e todas as expressdes-\ fechadas sdo formas candnicas;
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Aula 23. [(TP)Seg, 11 Jun 2008, 11 - 13 h]

Sumario:
Conclusdo do estudo de caso: semantica das linguagens funcionais com tipos de ordem superior sob
avaliagdo lazy.

LFS++ (com avaliagido lazy): Semantica operacional
(Lfe) ¢l ¢ (cforma candnica)
t vy & v
(Lop) —1l} r f2bes < v =10v10pUy
tiopta J v
th || true t1 | c
(Lif1) U 1da
if tbthenty elsets || 1
th | false o | c
(Lif2) U 2 co
if thbthentq elsets | co
tl(ti,t2) ti e
(Lpl)
fstt | 1
ty (tr,t2) ta2lco
(Lp2)
sndt |} ¢
t1 Azt ti[t2/x] I c
(Lfu) 14 1 tilt2/z] U
(tl tz) U« C
talt1/x| | ¢
(i) 2[t1 /2] I
let (QZ — tl) inty | ¢
tirec(x =1t)/x]) | ¢
e rec z = 0)/)
rec(zx=1t) | c

Exercicio.
Explique a razdo pela qual a seméantica operacional para a versdo lazy da linguagem omite uma regra
para a avaliagdo de pares ordenados.

Exercicio.
Compare cuidadosamente as semdnticas operacionais para as versdes eager e lazy de LFs++. Explique
todas as diferencas que encontrar.

Exercicio.

Mostre que a semantica operacional para a versao lazy de LFS++ é deterministica e respeita os tipos
(comece por formular estas propriedades e recorra, depois, a indugdo sobre a estrutura das regras para
as verificar).
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LFS++ (tipos): Semantica denotacional

‘/int =7
‘/bool =B
VTl*Tz = (VTl)L X (V‘Fz)l

v,
Vi—r = (VTQ)S_ Vs

LFS++ (termos): Semantica denotacional

e Como usualmente os tipos contém varidveis livres, o seu significado é relativo a um
ambiente de varidveis devidamente tipadas

Venv = p: Var — (U (V7)o = 7 étipo)

e A cadatermo tipadot : T a seméntica denotacional associa um elemento [t]p do dominio
(V)1 calculado relativamente ao ambiente de varidveis p.

A funcdo semantica aplicada a um termo ¢ do tipo 7
[t] : Venv — (V)L

é, assim, definida por

[cdp = [v]
[l p = p=
[tiopta] p = [talpops [t2]p
. [to]p = [ta]p
[if tbthentyelseta] p = {ﬁ[[tb]]p = [a]p
[tt)le = (([Lle It2]0))
[fst®)]p = mu[tlp
[snd®)]p = m2[tlp
Datlp =  |Avltlolv/a]]
[trt)]p = leto=[ti]pino([t=] p)
llet (z < t1)inta] p = [talpllt:]p/«]
recly=0lp = (ud s [old/al)
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