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Verificagéo por Modelos Introdugéo

Introducao

@ A area da verificacao por modelos, ou model checking, tem
por objectivo verificar automaticamente as propriedades
l6gicas de um modelo.

@ Neste caso estamos interessados numa classe de modelos e
numa logica especificas: estruturas de Kripke e légica CTL.
@ Temos duas abordagens fudamentais ao problema da
verificacdo:
Directa Quando os algoritmos de verificagdo usam
directamente a estrutura de Kripke.
Simbdlica Quando essa estrutura é representada
implicitamente através de formulas
proposicionais.
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Verificagao Directa

@ Formalmente, dada uma estrutura de Kripke M = (S, i, R, L)
e uma férmula CTL f, o objectivo da verificacdo por modelos
directa é determinar todos os estados de M que satisfazem f.

[fly={se S|IM,s [ f}

@ Um férmula verifica-se num dado modelo sse for valida no

estado inicial.
METf o ielflu
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Conectivas Minimas

@ Qualquer formula CTL pode ser expressa usando apenas as
conectivas -, v, EX, EU e EG.

AX f = —EX —f
EF f = E[true U f]
AG f = =EF —f
AF f = -EG —f

Alf R g] = -E[~f U —g]
E[fRgl|=EGgVE[gU/(fAg)]
A[f U g] = —-E[-f R —¢]

@ Sendo assim, um algoritmo de verificagdo de modelos
apenas necessita de tratar estes cinco casos mais a validade
das proposicoes atomicas.
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Casos Triviais

@ Dada uma estrutura de Kripke M = (S, i, R, L) a validade de
uma proposicao atémica p define-se a custa da fungao de
etiquetagem L.

[plm ={s e S|peL(s)}

@ Para as conectivas proposicionais usam-se simples
operagdes de conjuntos.

[-flm = S — [flm
[f v glm = [flm Y [glm
@ Os estados que validam EX f sdo aqueles com pelo menos
um sucessor que valide f.

[EX flu = R '([flm) = (s € S|Ate S-(s,t) e RAt € [flum}
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Operador Temporal Sempre

@ A validade dos operadores EG e EU pode ser determinada
recorrendo a sua definicdo recursiva (leis de expansao).

@ Por exemplo, o operador temporal sempre pode ser definido
como

EGf=fAEX(EGT)

@ Esta lei implica que [EG f]u corresponde a maior solugao da
seguinte equagao recursiva no dominio (P(S), ©).

X = [flu N R7(X)
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Calculo de Maiores Pontos Fixos

@ Dito de outra forma, [EG f]ly € o maior ponto fixo da fungao
Mn:P(S) - P(S).

N(X) = [fly N R~ (X)
[EG fIm = v()
@ O teorema do ponto fixo de Kleene implica que [EG f]y pode
entdo ser calculado como o limite da série
S,M(S), nNn(s)), n(n(n(s))),...

@ Obviamente a computagao termina pois S é finito.
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Exemplo: [EG wi]l
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Exemplo: [EG wi]l
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Exemplo: [EG wi]l

{

®$$
&
@'@

N'(S) = [wy1 n R~'(N°(S)) = {s1. 54, S6)
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Exemplo: [EG wy] = {s1, S4, Se}

M2(S) = [wiINR™(N'(S)) = {s1, S4, Ss}N{So, 1, S2. S4, S5, Ss} = M'(S)
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Operador Temporal Até

@ De igual modo, o operador temporal até pode ser definido
como
E[fUgl=gV (fAEX(E[fUg]))

@ Esta lei implica que [E[f U g]llm corresponde ao menor ponto
fixo da fungao N : P(S) — P(S).
N(X) = lglm U (Iflm N R (X))
LE[f U g]lm = u()
@ Sendo assim, este conjunto pode ser calculado como o limite
da série
0,1(0), N(N(0)), N(N(n(o))),...
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Exemplo: [E[w; U ¢4]]

n°o) =0
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Exemplo: [E[w; U ¢4]]

N'(0) = [e11 U (Iws1 N R™'(N°(0))) = {s3, 57}
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Exemplo: [E[w; U ¢4]]

”2(0) = [ciT U (w1l N R (n (0))) {s1, S3, Sa, S7}
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Exemplo: [E[w; U ¢4]]

”3(0) =[ec]u ([[W1]] NnR~! ( (0))) {s1, 83, S4, Sg, S7}
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EXGI’T]plOI [[E[W1 U C1]]] = {81, S3, S4, Sg, S7}

”4(0) =[ec]u ([[W1]] NnR~! (”3(0))) {s1, 83, S4, Sg, S7}
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Operador Temporal Eventualmente

@ Embora ndo seja uma conectiva minima, como o operador EF
podemos extender esta técnica para verificar a sua validade.

@ Este operador pode ser definido como

EF f=fv EX (EF f)

@ Esta lei implica que [EFf] ) corresponde ao menor ponto fixo
da funcao I : P(S) — P(S).

N(X) = [fIm U R~ (X)

[EF flm = u(N)
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Verificacao de Formulas

@ Antes de estabelecer a validade de uma formula f é
necessario redefini-la usando o conjunto de conectivas
minimas (mais EF e A para facilitar).

@ Depois usam-se os algoritmos definidos anteriormente para
validar todas as sub-férmulas de f, comegando pelas mais
pequenas e mais interiores, e prosseguindo de “baixo para
cima” até a conectiva mais exterior.

@ No final, a formula f sera valida no modelo sse o estado
inicial pertencer ao conjunto de estados que a validam.
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Exemplo: AG—(c1 A ¢2)

AGﬁ(C1 A Cg) = ﬂEFﬂﬁ(C1 A Cg) = -EF (C1 A Cg)

[ci = {s3, S7}

[[c2] = {ss, Ss}

[ci A el =0

[EF (ci Ac)I® =0

[EF (ciAc)]l' =1lciAclURT(0)=0

[~EF (¢i A )]

(9]

M = AG—|(C1 A CQ)
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Exemplo: AG (wy D AF ¢)

AG (w1 D AF ¢1) = AG (—wy V AF ¢1) = =EF=(-wy V AF ¢1) =
—|EF(W1 A —AF C1) = —|EF(W1 A —==EG-cy) = —IEF(W1 A EG—|C1)

°
[[EF(W1 A EC;—|C1)]]1
[EF(ws A EG—cy)]P
[EF(w; A EG-c;)]*
[[“EF(W1 A EG—cy )]]

{1, 84, Se}
{So, S1, S2, S4, Ss, Se}

[ws] = {81, 84, Sg}

[ci = {s3, 87}

[—ci] = {So, S1, S2, S4, S5, Se }
[EG-cq1° =S

[EG-c:]' =[-ci1NR7(S) = [
[[EG—|C1]]2 =...=[-¢l]

[wy A EG-ci]l = [wilNnl-ci] = [wi]
[EF(w; A EG—cy =0

S

M = AG (wy D AF ¢1)
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Reduzir a Complexidade

@ Dada uma férmula CTL f e uma estrutura de Kripke
(S,i,R, L), o algoritmo de verificagdo baseado em pontos
fixos tem complexidade

O(Ifl - 1SI- (ISI+1RI))

@ Mas usando uma abordagem diferente é possivel baixar a
complexidade para

o(Ifl - (IS + 1RI))

@ Para os casos triviais o algoritmo € indéntico.
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Operador Temporal Até

@ Para determinar [E[f U g]] basta comegar por incluir todos
os estados que validam g e, sucessivamente, acrescentar
predecessores que validem f (evitando visitas repetidas).

checkEU ([f], [g]) =
T < [gl;
LEIf U g]1 « Lgl;
while T # 0
choose s € T;
T« T-{s};
fort € R7'(s)
if t ¢ [E[f Ug]lAtel[f]
[E[f U g]ll « [E[f U gl u {t};
T « TuUl{th
return [E[f U g]1;
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Operador Temporal Sempre

@ Dada uma estrutura de Kripke M = (S, i, R, L), para
determinar a validade da férmula EG f basta considerar a
restricdo de M aos estados que validam f.

@ Esta restricdo sera denominada My, e tem como estados [f]
e como relagéo de acessibilidade R = R N ([f] x [f]). Pode
deixar de ser total.

@ Depois é necessario determinar os componentes fortemente
ligados nao triviais de M.

e Um subconjunto é um componente fortemente ligado se
qualquer dos dos seus nodos é acessivel a partir de todos os
outros através de um caminho interno.

e E n3o trivial se contém mais do que um nodo, ou contém
apenas um nodo com um lacete.
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Operador Temporal Sempre

@ O algoritmo para determinar a validade deste operador
baseia-se no seguinte lema: s € [EG f] sse s € [f] e existe
um caminho em M; que liga s a um nodo num componente
fortemente ligado n&o trivial de M;.

@ Para determinar [EG f] basta comecar por incluir todos os
estados pertencentes a um componente fortemente ligado
n&o trivial e, sucessivamente, acrescentar predecessores que
validem f (evitando visitas repetidas).

@ O algoritmo seguinte utiliza um procedimento scc para
determinar os componentes fortemente ligados, que
utilizando o algoritmo de Tarjan pode ser implementado com
complexidade O(|[f1] + |Rl).
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Operador Temporal Sempre

checkG ([f]) =
T « U{C|C € scc(M;) A —trivial(C)};
[EGf] « T:
while T # 0
choose s € T;
T T-{s}
forte R7'(s)
ift ¢ [EGf]
[EG f] « [EG f] U {t};
T« TU({t}h
return [EG f]|;
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Exemplo: EG (w; V sem)

&8,
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Exemplo: EG (w; V sem)

s1 s2
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Exemplo: EG (w; V sem)

s1 s2
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Exemplo: EG (w; V sem)

s1 s2
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Justica

@ Algumas propriedades de animacgao s6 podem ser verificadas
assumindo certas condi¢des de justica sobre o ambiente
onde um determinado sistema executa:

e Um scheduler normalmente garante que cada processo entra
em execugao um numero ilimitado de vezes.

e Um canal de comunicagao pode perder mensagens, mas
garantir que caso uma mensagem seja enviada infinitas vezes
entdo também sera recebida infinitas vezes.

@ Normalmente distinguem-se dois tipos de justica:

Fraca Um trago é justo para uma determinada acgao
sse nao for possivel que esta esteja
continuamente activa sem nunca executar.

Forte Um trago é justo para uma determinada acgao
sse esta executar infinitas vezes caso esteja
activa infinitas vezes.
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Justica em LTL vs CTL

@ Para simplificar, vamos assumir que a condigao de justica
pode ser expressa por um conjunto de formulas f; ... f, que
devem ser valida infinitas vezes num caminho para que possa
ser considerado justo.

@ Para verificar uma férmula LTL g na presenca desta condigao
de justica basta verificar a seguinte formula:

GFfin...GFf,D>g

@ No caso do CTL somos obrigados a mudar a semantica e
adaptar os respectivos algoritmos de verificagao.
M,sE=Ah & VYre M. seny=s e fair(r) entdo M, 7 = h
M,skE=Eh & 3ne M- seny = s e fair(r) entdo M, 7 = h
@ Sempre que se pretenda usar semantica justa sera usado o
subscrito j num operador temporal.
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Verificagao Directa com Justica

@ Para o operador EG; basta adaptar o algoritmo por forma a
excluir componentes que nao sejam justos para com a
condicao de justica.

@ Um componente C é justo sse Yf;- C N [fi] # 0.

@ Com esta adaptagao, a férmula fair = EG; true sera valida
num estado s sse existir uma trago justo com inicio em s.

@ Como um trago € justo sse qualquer seu sufixo for também
justo entdo podemos reescrever os restantes operadores
temporais da seguinte forma.

EX; f
E[f U g];

EX (f A fair)
E[f U (g A fair)]

@ Desta forma os algoritmos para determinar a validade destes
operadores sao idénticos.
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Introducao

@ Na verificagdo simbdlica os estados e a relagao de
acessibilidade da estrutura de Kripke sdo codificados através
de férmulas proposicionais.

@ As férmulas CTL sao também codificadas através de
formulas proposicionais, recorrendo a formulacdo dos
operadores temporais como pontos fixos.

@ Desta forma o problema da verificacao da logica CTL pode
ser reduzido a verificagdo da logica proposicional.

@ Podem ser conseguidos ganhos de eficiéncia consideraveis
pois nao é necessario calcular a priori o conjunto de estados
acessiveis.

@ Recorrendo a codificagdo como ordered binary decision
diagrams as férmulas proposicionais podem ser verificadas
de forma muito eficiente.
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Codificacao dos Estados

@ Quando uma estrutura de Kripke resulta de uma rede
elementar, os seus estados podem ser vistos como possiveis
valoracdes (marcacoes) de variaveis boleanas (pertencentes
ao conjunto L de lugares da rede).

@ Para cada estado é possivel definir uma férmula que é valida
apenas na respectiva marcagao.

¢s = (AxesX) A (Axgs—X)

@i =it A=W A—=Cy ASEMAip A =Wa A —=Cp
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Codificacao das Transicoes

@ Para poder representar uma transicao (s, u) como uma
formula proposicional é necessario criar um novo conjunto de

variaveis L’:
e As variaveis de L sdo interpretadas no estado actual s.
o As variaveis de L’ sdo interpretadas no proximo estado wu.

@ Cada varidvel x € L tem uma correspondente x” € L’.

@ —if AW1g A—Ct ASEMA o A =Wo A —Co

A
@ @ =i AW, AC, Aasem’ AQL A =WL A =G,
s3 s5 1 1 1 2 2 2

@ @ @ =iy AWy A—Ct ASemA —io A Wo A —Co

@ @ A
o ’ ’ ’ 7 ’ ’
Y A Wy A C; A sem’ A —ly A W, A —Cy
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Codificacao das Transicoes

@ A relacao de acessibilidade é representada pela disjuncao
das férmulas que codificam cada uma das transigdes.

@ Usando légica de primeira ordem como acucar sintactico
podemos ter uma codificagcdo mais directa para cada uma
das acgoes da rede: apenas sao alteradas variaveis
correspondentes a lugares na vizinhanca, mantendo-se todas
as restantes idénticas.

Wy A =Cy A Sem A ~wj A Cj A ~sem’
A
",I = /\ié:ig/\Wé:WQ/\Cé:CQ

@ Para facilitar a representacédo das variaveis que permanecem
constantes vamos usar a seguinte abreviatura.

X = /\(X' = X)
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Exemplo

it A =wq A =il A WL A {Cr, sem, iz, Wa, Co}

req
iny = wy A ¢y A sem A =wy A cy A=sem’ Ay, iz, Wo, Co}

out; = ¢y A =iy A sem A =y A iy A sem’ A{wy, iz, Wa, Co}

reqe = ip A =W A =iy A Wy A {Cp, SEM, i1, Wy, C1}
ino = wp A —Ca A sem A =W, A C5 A =sem’ Alip, iy, wy, C1}

outy = G A =g A =sem A =y A iy A sem’ A {wa, iy, Wy, C1}

R =regs Ving Vout; Vreg Ving V ouly
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Codificacao das Transicoes

@ Dada uma férmula ¢ contendo apenas variaveisem L, a
formula ¢’ obtém-se substituindo todas as variaveis x € L
pelas correspondentes x” € L’.

@ E possivel recuperar a relagao de acessibilidade R a partir de
R usando um dos seguintes métodos:
e Dados s,u € S temos que (s, u) € R quando

ds NP, DR
e Usando s e u para definir o seguinte modelo M: LUL" —» B
para a légica proposicional
M(x)=(xeLAxes)v(xel Axeu)
entdo (s,u) € R quando
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Codificacdo da Légica CTL

@ A verificagdo das conectivas classicas da légica CTL
reduz-se a verificagao da légica proposicional.

@ Para os operadores temporais EG e EU vamos mais uma vez
usar a respectiva caracterizacdo como maior e menor ponto
fixo.

EGf=v(1z.fAEX 2)
E[f Ugl=pu(1z.g Vv (f N EX 2))

@ Note que agora os pontos fixos sdo determinados sobre
formulas proposicionais. Por exemplo, para determinar um
maior ponto fixo comegamos com a férmula true e fazemos
conjungdes sucessivas até obter duas férmula equivalentes
em duas iteragdes consecutivas.
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Codificacao do Operador EX

@ A codificacdo do operador EX através de uma formula
proposicional baseia-se na introdugao (temporaria) de um
quantificador existencial sobre todas as variaveis x’ € L’.

[EX ] =3x"-[fI' AR

@ Intuitivamente, esta formula sera valida num modelo da légica
proposicional se existir alguma valoragéo para as variaveis x’
acessivel a partir dos actuais valores de x em que a férmula f
valida (quando interpretada no préximo estado).

@ Para eliminar os quantificadores usamos a seguinte
equivaléncia, em que ¢|x., é a férmula que se obtém de ¢
substituindo x pelo valor v.

X - ¢ = Plxtrue V Plxtaise
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Exemplo

R=(an-bAr-a"Ab)v(-aAbAa-a Ab’)

a [EX bl =3a’,b’-RA b’
=3a’,b’ - R
= 33" Rlp'—true V Rl —taise
=3da’-(an-bAa-a’)Vv(-arbA-a)
=(an-b)Vv(-anb)

[EX a]=3a’,b’ - RAa
=3da’,b’-(aA-bAr-a Ab Aa)V...
= false
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Motivacao

@ As técnicas de verificacao simbdlica assumem a existéncia de
mecanismos eficientes para representar, manipular e validar
formulas proposicionais.

@ Os Ordered Binary-Decision Diagrams (OBDDs) sdao uma
representacao para férmulas proposicionais onde essas
operacdes podem ser implementadas de forma muito
eficiente na maior parte dos casos.

@ A ideia base desta representagédo consiste em impor
restricdes aos tradicionais Binary-Decision Diagrams (BDDs)
por forma a conseguir representagées candnicas para as
formulas.
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Binary-Decision Diagrams

@ Um BDD representa uma expressao (ou fungao) booleana
usando um directed acyclic graph (DAG) com uma Unica raiz.

@ Se o DAG for uma arvore entdo temos uma arvore de
deciséo.
@ Cada nodo nao terminal v é etiquetado por uma variavel
booleana var(v) e tem arcos orientados para dois filhos:
e lo(v) através de uma linha tracejada, correspondente ao caso
em que a variavel tem o valor 0; e
e hi(v) através de uma linha sélida, correspondente ao caso em
que a variavel tem o valor 1.
@ Dada uma valoracao para as variaveis, o valor da expressao
€ determinado seguindo o caminho respectivo desde a raiz
até a um nodo terminal.
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Exemplo

fE(X1 \/X2)/\X3

X

Ol , ,
/I /I /I /I
OO0 0OEE

- 020 20 = olX
~ 020200 o=

4 a4 aa000O0
- 2 00 = =20 oKX
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Ordered Binary-Decision Diagrams

@ Num BDD ordenado é imposta uma ordenacgao total no
conjunto de variaveis: qualquer caminho no grafo deve
respeitar esta ordem.

@ Qualquer ordenagao é valida mas a eficiéncia depende da
ordenacao concreta escolhida.

@ Para além de ordenado, também se assume que um OBDD é
reduzido:

e Unicidade: ndo podem existir dois nodos distintos com a
mesma variavel e os mesmos filhos.

var(u) = var(v) A lo(u) = lo(v) A hi(u) = hi(v) = u=v
e Nao-redundancia: nenhum nodo v pode ter filhos idénticos.

lo(v) # hi(v)
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Reducao de Binary-Decision Diagrams

@ Dado um BDD ordenado é possivel reduzi-lo a um OBDD
através da aplicagcao sucessiva de uma das seguintes regras
de transformagéo.

e Remocéo de terminais duplicados: deixar apenas um terminal
para cada etiqueta e redireccionar todos arcos dos terminais
eliminados para os restantes respeitando a etiquetagem.

o Remocéao de ndo-terminais duplicados: se dois nodos v e u
verificam var(v) = var(u), lo(v) = lo(u) e hi(v) = hi(u),
entéo elimina-se um deles e redireccionam-se 0s seus arcos
de entrada para o outro.

o Remocéo de testes redundantes: se um nodo v verifica
lo(v) = hi(v) entéo elimina-se v e redireccionam-se os seus
arcos de entrada para lo(Vv).

@ Note que a aplicagao de uma regra pode criar potencial para
a aplicacao de outras.
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Exemplo de Redugéao
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Representacdes Candnicas

@ A representacao de uma expressao booleana através de um
OBDD é canonica: fixada uma ordenagao das variaveis, dois
OBDDs para a mesma fungao sio necessariamente
isomorficos.

@ Este facto tem consequéncias importantes:

e Testar a equivaléncia entre duas expressoes é trivial.

e Qualquer tautologia é representada através do OBDD com
apenas um nodo terminal etiqguetado com 1.

e Uma expressao é satisfazivel se nao for representada através
do OBDD com apenas um nodo terminal etiquetado com 0.

@ Se o valor the uma expressao € independente de uma variavel
x entdo o OBBD que a representa nao pode conter x.
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Efeito da Ordenacédo das Variaveis

@ A forma e tamanho de um OBDD depende da ordenacéo
imposta nas varigveis.

@ A ordenacao pode mudar a classe de complexidade da
representacao de forma significativa. Considere a seguinte
expressao.

(Xt Ay1) V(X2 Ay2) V...V (Xn A yn)

e Se ordenacgao das variaveis for x; < yy < ... <X, < Yn O
ndmero de nodos nao terminais sera 2n.
@ Seaordenagdo for x; <...< X, < y1 <...<yn0numero de
nodos é 2(2" - 1).
@ Para algumas classes de problemas existem métodos
heuristicos que permitem escolher ordenacdes eficientes.
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Exemplo

(X1 Ay1) V(X2 A y2)

Xy <Y1 <Xo <YYo X1 <Xo<y1 <)
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Expansao de Shannon

@ Seja x — y, z o operador if-then-else definido como
X—>y,zo (XAY)V(-XxAZ)

@ E possivel redefinir qualquer expressdo booleana usando
apenas este operador e as constantes 0 e 1, garantindo
adicionalmente que as variaveis aparecem nao negadas e
apenas nos testes.

-Xx=x—-0,1

xd>y=x-(y—1,0),1

@ Esta forma normal corresponde a uma arvore de decisao e
pode ser derivada usando a expanséo de Shannon. Dada
uma expressao f e uma variavel x temos

f=x—> flxe1, flxo
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ucao e Reducao

@ Fixando uma ordenacao das variaveis e usando a expansao
de Shannon temos um algoritmo recursivo para, dada uma
expressao booleana, construir um BDD (uma arvore de
decisao).

@ Este BDD pode ser depois reduzido, usando as regras
definidas anteriormente, por forma a obter um OBDD.

@ Este método apenas pode ser usado para expressées com
poucas variaveis, pois a arvore de decisao intermédia tem
sempre um tamanho exponencial no niumero de variaveis.

@ O ideal é ter um método que permita ir reduzindo o OBDD ao
mesmo tempo que é construido.
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Partilha de Representacoes

@ Para conseguir uma representacao eficiente de varios OBDDs
simultaneamente usa-se um Unico grafo com varios pontos de
entrada por forma a potenciar a partilha de subgrafos.

@ Isto implica usar a mesma ordenacao para as variaveis em
todos eles.

@ Adicionalmente, verificar a equivaléncia entre duas
expressoes equivale a testar se tém a mesma raiz.
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Estruturas de Dados

@ Os nodos de um OBDD serao identificados por um natural,
estando os identificadores 0 e 1 reservados para os nodos
terminais.

@ Dada uma ordenacgao x1 < X2 < ... < X, as variaveis serao
identificadas pelos seus indices.

@ Um conjunto de OBDDs pode entdo ser armazenado numa
tabela global T que associa cada identificador de nodo u a
um triplo de naturais com var(u), lo(u) e hi(u).

@ Vamos assumir que esta tabela possui 0s seguintes métodos:

e T.init() inicializa T com os nodos 0 e 1.

e T.add(i,l, h) cria um novo nodo com os atributos respectivos e
devolve o seu identificador.

e T.var(u), T.lo(u) e T.hi(u) pesquisam os atributos do nodo
identificado por u.
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Estruturas de Dados

(X1 © X2) V X3

u|var|lo | hi
0| 4

1| 4

2|1 3 |01

3| 2 |12
41 2 |21

5/ 1 3|4

@ Esta tabela pode ser implementada com um array garantindo
a execucao das operagdes em tempo constante.

@ Resta o problema de estimar o nimero de nodos que serao
necessarios.

@ Para facilitar a implementagéo de alguns algoritmos
assume-se que a variavel de um nodo terminal € X, 1.
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Estruturas de Dados

@ Para garantir que durante a sua construgdo um OBDD
permanece reduzido, € necessario determinar a partir de um
triplo (i, /, h) se existe algum nodo u em T tal que var(u) = i,
lo(u) = I'e hi(u) = h.

@ Para tal ser4 mantida uma tabela global H que corresponde
ao inverso de T, ou seja para cada nodo nao terminal u temos

T(u) = (i,I,h) sse H(i,l,h)=u

@ Nesta tabela sdo necessarios 0s seguintes métodos:
e H.init() cria uma tabela vazia.
e H.member(i, I, h) verifica se o triplo dado pertence ao seu
dominio.
e H.lookup(i, I, h) determina H(i, I, h).
e H.insert(i, !, h, u) insere (i, 1, h) — u.
@ Usando uma tabela de hash como implementagéo estas
funcdes podem ser implementadas em tempo constante.
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Criacao de Nodos

@ A seguinte funcdo apenas cria um nodo caso ele ainda ndo
exista.

@ Se 0s nodos apenas forem criados com esta fungao
garante-se que o OBDD resultante é reduzido.

@ O seu tempo de execugao é constante.

mk(i,/,h) =
if =h
return /;
if H.member(i, 1, h)
return H.lookup(i, I, h);
u « T.add(i, 1, h);
H.insert(i, 1, h, u);
return u;
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Construcao Reduzida

@ Usando a expansao de Shannon a seguinte fungao constroi
um OBDD reduzido para uma expressao t.

@ O uso de mk garante a partilha de subgrafos.
@ O tempo de execugao € exponencial no numero de variaveis.

build t =
return aux(t,1);
aux(t,i) =
ifi>n
return eval(t);
| — aux(tlxeo,i+1);
h « aux(t|x1,i+1);
return mk(i, I, h);
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Operacoes Binarias

@ Dadas duas expressdes booleanas f e g com nodos raiz u e
v, respectivamente, o OBDD que representa f x g para um
qualquer operador binario x sera determinado pela fungéao
apply(*, u, v).

@ Mais uma vez, este algoritmo baseia-se na expanséao de
Shannon. Se ambas as fungdes partilham uma variavel x
temos

fxg=x— flxe1 * glxe1, flx—o * glxo

@ Se g nao depende de x entao temos
fxg=x—flxc1 *xg.flxcoxg

@ Como o algoritmo é birecursivo, para evitar uma
complexidade exponencial € usada uma tabela de hash G
para fazer memoization.

@ Note que a negagao pode ser implementada como —f = f& 1.
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Operacgdes Binarias

apply(x,u,v) =
G.init(); return aux(u, v);
aux(u,v) =
if G.member(u, v)
return G.lookup(u, v);
ifue{0,1}Ave{0,1}
return (u x v);
if T.var(u) = T.var(v)
w « mk(T.var(u), aux(T.lo(u), T.lo(v)), aux(T.hi(u), T.hi(v)));
if T.var(u) < T.var(v)
w «— mk(T.var(u), aux(T.lo(u), v),aux(T.hi(u),v));
if T.var(u) > T.var(v)
w « mk(T.var(v), aux(u, T.lo(v)), aux(u, T.hi(v)));
G.insert(u, v, w);
return w;
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Restringir

@ Dada uma expresséo f com raiz u, a fungéo restrict(u, i, b)
determina fly,—p.

@ Usando memoization a sua complexidade pode baixar para
linear.

restrict(u, i, b)
return aux u;
aux u =
if T.var(u) > i
return u;
if T.var(u) <i
return mk(T.var(u), res(T.lo(u)), res(T.hi(u)));
if b
return T.hi(u);
return T.lo(u);
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