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Sumario

Nesta Ligdo vamos procurar responder a questdo de saber em que circunstdncias dois processos, especificados na
linguagem P, representam o mesmo comportamento. Cada resposta possivel conduzir-nos-G a uma definigdo de
equivaléncia entre processos. E, certamente, dispor de uma nogio de equivaléncia representa um salto funda-
mental no nosso arsenal de ferramentas de concepgdo e andlise de sistemas reactivos e execugio concorrente.

De um ponto de vista técnico, a Licdo introduz as teorias associadas ds equivaléncias estrita e observacional.
Discute-se ainda a existéncia de solugdes para equagdes envolvendo estas equivaléncias e diversos exemplos de
aplicagdo de raciocinio equacional d transformagdo de processos. A aplicagio do cdlculo serd porém continuada na
proxima Ligdo.
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1 Motivagao

Ao especificar um dado processo, ja, provavelmente, nos interrogamos sobre o que é essencial e acessério
nessa descri¢do. Por exemplo, serd relevante a ordem das parcelas num contexto aditivo? Intuitivamente
diremos que ndo; mas em que é que baseamos essa resposta? E o que se passard com a composicao pa-
ralela? Serd justificdvel igualar E | 0 com E? E com 7.E?

Analogamente, quando manipulamos expressdes aritméticas sabemos que podemos reordenar as parce-
las de uma soma sem que isso afecte o resultado. Mas sabemos mais: sabemos a razdo que nos permite
proceder dessa forma — o resultado final da adigio é o mesmo em qualquer caso. No célculo de processos
ainda ndo temos um conceito semelhante. Poderiamos arriscar dizer que as transices envolvidas sdo
as mesmas, o que, sem duvida, bastaria para justificar a comutatividade da escolha. Mas ja ndo seria
suficiente para justificar a.7.F = a.E.

Uma defini¢do matemadtica de equivaléncia entre processos ird permitir-nos abordar estas questdes.
Questdes que se tornam muito relevantes na pratica. Suponhamos, por exemplo, que necessitamos
substituir uma componente de um sistema, porque esta se esgotou ou se tornou demasiado cara. Serd
seguro substitui-la por uma componente diferente? Sem dtivida, desde que o comportamento do sis-
tema permaneca essencialmente o mesmo. Uma nogdo precisa de equivaléncia permitird provar que a
substituigdo é ou ndo segura.

Mas que nogao de equivaléncia serd esta? Sabemos em que condi¢des dois autématos finitos sdo equiva-
lentes: sempre que reconhecem a mesma linguagem (regular). Mas serd essa uma nogdo de equivaléncia
aceitdvel entre processos? Recordemos a discussdo na Ligdo 2 sobre sisternas de transigido. De facto, se
pensarmos em processos como entidades dindmicas que sdo observadas (i.e., interagem) enquanto se
executam, faz sentido tomar todos os estados por que passam como estados terminais, uma vez que ndo
podemos interromper a observagdo em algum momento particular. Deveremos, entdo, identificar os



processos que realizam as mesmas sequéncias de ac¢des? Ou bastard requerer a igualdade dos seus pre-
fixos finitos? Ou do seu contéudo observavel? Mas serd que os processos a.(b.0+-c.0) e a.b.0+a.c.0, que
tanto diferem na quantidade de ndo determinismo, sdo mesmo equivalentes? Ou a equivaléncia deve tomar
em consideragdo ndo apenas as sequéncias de interac¢gdes mas também o seu padrao de ocorréncia no
tempo?

Por outro lado, teremos de reflectir sobre as propriedades que uma adequada nogdo de equivaléncia
entre processos deve satisfazer. Dara origem a uma teoria equacional suficientemente expressiva? Sera
decidivel? Sera modular (i.e., congruente)?

2 Bissimilaridade e Equivaléncia Estrita

Defini¢des

Processos sdo (casos particulares de) sistemas de transigdo. E, pois, natural que a nogdo de bissimulagdo
estudada na Licdo 2 seja tomada como a técnica base para a defini¢do de relagdes de equivaléncia entre
processos. Recordando essa defini¢do, agora formulada no contexto do célculo de processos que estamos
a estudar, temos

Definicdo 1 Uma relagdo bindria S em P é uma bissimulagdo (estrita) sse, sempre que (E,F) € Sea € Act,

i) se E % E'entioF > F'e(E',F') € S

ii) se F % F'entio E - E' e (E',F') € S

Notemos que esta defini¢do qualifica uma propriedade sobre relacdes em P: em verdade existem di-
versas relagdes que a satisfazem. Vejamos alguns exemplos. Claramente a relagdo {(0,0)} satisfaz
a definicdo dada; a prova é trivial na medida em que 0 ndo admite quaisquer transi¢des. Podemos
também verificar sem grande esfor¢o que {(a. 0 +a.0, a.0), (0,0)} é uma bissimula¢do. Note-se que esta
relagdo ndo é simétrica nem reflexiva, o que mostra que nem todas as bissimula¢des sdo relagdes de
equivaléncia. Por outro lado, para uma relagdo ser bissimulagdo ndo é suficiente conter apenas pares
de processos idénticos. Por exemplo, {(a.0,a.0)} falha a defini¢do porque o processo a.0 admite uma
transi¢do por a para 0, mas o par (0, 0) ndo pertence a relagao.

Recordemos que a caracteristica fundamental de uma bissimulagdo é o ser fechada para a relagdo de
transicdo. le., as derivacdes de processos relacionados devem estar igualmente relacionadas entre si.
Neste facto reside a razdo pela qual a equivaléncia entre processos se pode basear neste tipo de relagoes.
Se existir uma bissimulacdo que contenha o par formado pelos processos E e F, podemos concluir que
estes se podem simular mutuamente ao longo de todas as suas derivagdes. A bissimulagdo em causa
constitui, assim, uma prova de que os dois processos sdo indistinguiveis. Formalmente,

Definicdo 2 Dois processos E e F sdo estritamente equivalentes (ou estritamente bissimilares), escrevendo-se
E ~ F, sse existir uma bissimulagdo (estrita) S em P tal que (E,F') € S.

A defini¢do dada é equivalente a dizer que

~ = U{S CPxP|S éuma bissimulagdo (estrita)}

Notal [O Jogo da Bissimulagiol



A equivaléncia estrita pode ser estabelecida através de um jogo em que, dados dois processos E e F', dois jogadores discutem

se as respectivas estruturas de transicdo sdo mutuamente correspondentes. Assim, o jogador I(nocéncio) tenta evidenciar essa

correspondéncia, enquanto o jogador R(ezingao) procura mostrar o contrario. Uma partida deste jogo é iniciada por R escolhendo
c o~ a a . o~ .

uma transigdo E — E’ (ou F — F”). Atento, I tenta encontrar uma transi¢do com a mesma etiqueta no outro processo. Caso o

consiga, R volta a jogar, I tenta de novo acompanha-lo, e assim sucessivamente.

R ganha a partida se I f6r incapaz de encontrar uma transigdo com etiqueta igual a da escolhida por R. Por seu lado, I é vencedor
sempre que, tendo respondido a todas as jogadas de R, se chegou a uma situagdo em que o0s processos em causa ja apareceram
antes no decorrer dessa partida, ou em que R ndo pode jogar (porque os processos em causa jd ndo admitem mais transigoes).
Ganha, igualmente, se a partida puder continuar indefinidamente.

Um jogador vence o jogo se for capaz de vencer todas as partidas iniciadas com E e F'. Nesse caso diz-se que o jogador em questdo
tem uma estratégia vencedora. Por exemplo, em

B2 in.B|out.B
B' £inB' + out.B'
suponhamos que R escolheu a transi¢do B i Bl1 responde com B’ -~ B'. R escolhe, agora, B’ L B, respondendo I com

out . . . py . s
B — B, ... Note-se que a partlda nunca termina uma vez que I possul uma estrategla vencedora que consiste em copiar sempre

a ultima jogada de R. Porque I possui uma estratégia vencedora dizemos que o0s processos B e B’ sdo estritamente equivalentes
(ou bissimilares). Notemos que uma estratégia vencedora para I significa, no caso geral, que

i) seRescolhe F —%+ F’ entdo I pode escolher F —%+ F' e os processos E’ e F’ sdo ainda bissimilares.

ii) seRescolhe F -2+ F’ entdo I pode escolher E —*+ E’ e os processos E’ e F' sdo ainda bissimilares.

Provas de Equivaléncia

A definicdo 2 fornece uma importante técnica de prova para demonstrar que dois processos sdo estri-
tamente equivalentes: basta exibir uma bissimulacdo (estrita) que os contenha. Por exemplo, a equi-
valéncia S ~ M, para

T£ikT

R2Ekj.R

S £ new {k} (T | R)

M2&ir.N
N £ jir.N+ij1.N

decorre do facto (S, M) € R, onde R é a seguinte bissimulagdo

R = {(S,M)), (new {k} (k.T | R),7.N), (new {k} (T | 5.R), N), (new {k} (E.T' | j.R), j.7.N)}

O leitor podera facilmente verificar que, pelo contrério, ndo é possivel construir uma bissimulagdo con-
tendo o par formado pelos processos a.(b. 0 +c.0) e a.b. 0 +a.c.0.

Vamos, agora, considerar um outro exemplo, recordando a especificagdo de um semaforo feita anterior-
mente. Um semaforo é basicamente um dispositivo de controlo do acesso a um recurso critico de acordo
com a expressao

Sem £ get.put.Sem

Suponhamos, agora, que, num problema, necessitamos de um seméforo n-ario, i.e., um seméforo que
admite qualquer sequéncia de get e put desde que a diferenca entre o nimero dos primeiros e o nimero
dos segundos ndo exceda n. Este tipo de seméaforos é utilizado para controlar o acesso a recursos que



admitem um ntmero limitado de acessos simultdneos. Uma especificacdo directa deste processo serd,
por exemplo,

Semy o £ get.Semy 1
Semy, ; £ get.Semy, ;11 + put.Sem,, ;1
(para0 <i < mn)

Semy, £ put.Semy n—1
Alternativamente, poderemos tentar realizar Sem,, pela composi¢do paralela de n processos Sem, i.e.,
Sem™ = Sem | Sem | ...| Sem

Intuitivamente, cada get sobre Sem™ corresponde a um get de uma das suas componentes, pelo que se
torna possivel realizar tantas destas ac¢des quanto o niimero de componentes agregadas em paralelo.
Uma vez esgotado o nimero de semaforos livres o sistema ndo dara mais permissdes de acesso até que
pelo menos um deles seja libertado.

Nao é dificil mostrar que Semy, o ~ Sem™. Por exemplo, para n = 2, chegamos rapidamente a seguinte
bissimulacéo:

{(Semq o, Sem | Sem), (Sems 1, Sem | put.Sem),
(Sema 1,put.Sem | Sem)(Sems o, put.Sem | put.Sem)}

Notemos que o segundo e o terceiro pares de S sdo estruturalmente congruentes. No entanto, para S ser
de facto uma bissimulagdo ndo nos é possivel prescindir de qualquer destes pares: se o fizessemos S
deixaria de ser fechada para a relagdo de transicao.

Este tipo de redundancia, tantas vezes presente nas bissimulagdes, pode ser explorado por uma técnica
expedita para reduzir a quantidade de trabalho envolvida na demonstragdo de uma equivaléncia. Supo-
nhamos, para ilustrar a ideia, que retirarmos de S o par (Sema(1), Sem | put.Sem). A relagdo resultante,
embora ndo satisfaga a definicdo 1, constitui uma bissimulagio a menos de =, de acordo com

Defini¢do 3 Uma relagio bindria S em P é uma bissimulagio (estrita) a menos de = sse, sempre que (E, F) € S
ea € Act,

i) se E - E'entio F - F'e (E',F') € =-5- =
ii) se F - F'entdo E - E'e (E',F') € =-S- =

onde - representa a composigdo de rela¢des bindrias. 1.é, (E, F) € = -S- = sse existirem processos E’ e F’
taisque E = E/, (E', F’) € S e F' = F. Nio se requer, pois, que S seja fechada para as derivac¢des, mas
apenas que a cada derivagdo de um dos processos corresponda uma derivagdo do outro que conduza a
um processo estruturalmente congruente com o primeiro.

O interesse da defini¢do 3 reside na simplificagdo que acaba por introduzir nas provas. Voltando ao
exemplo dos semaéforos, necessitariamos apenas de um conjunto de 3, e ndo 4, pares de processos. O
leitor podera verificar que, para um n arbitrario, a bissimulagdo que justifica Sem,, o ~ Sem™ contém 2"
pares enquanto uma bissimulagdo a menos de = necessita apenas de n 4 1 pares, o que representa, para
n elevado, uma economia razoavel. E claro que para podermos usar esta nogéo no establecimento de ~
teremos, primeiro, de demonstrar que

Lema 1 Se S é uma bissimulagio (estrita) a menos de =, entdo S C ~.

Dispomos, assim, de uma poderosa técnica de prova: para establecer ¥ ~ F, para F' e E arbitrarios, é
suficiente exibir uma bissimula¢do a menos de = que contenha o par (E, F'). A demonstracdo do lema 1
baseia-se no seguinte resultado:



Lema 2 Se S é uma bissimulagio (estrita) a menos de =, entdo = -S- = constitui uma bissimulagdo (estrita).

Prova. Seja S uma bissimulagao (estrita) a menos de =. Queremos provar que = -S- = satisfaz as clausulas i) e ii)
de definicdo 1. Vamos, pois, assumir que £ = -S- = F, para algum par de processos E e F. Suponhamos que
E - E'. Entdo, porque E = -S- = F, existem processos E e F taisque £ = Ey, E:SFie i = F.De E - E’
e E = Fy concluimos que existe um Ef tal que F; %+ Ei e E' = Ef. Agora, F; % E{ e E1SFy, juntamente com
o facto de S ser uma bissimula¢do a menos de =, permite-nos concluir que existe um F{ que verifica Fi % F} e
E{ = S = F{ =. Finalmente, se [} — F{ e I = I, entdao F -*+ F’ e F' = F{. Sumariando temos que, para
algum E1 e Iy se verifica
FSF e E=E.SF=F

A clausula i) da defini¢do de bissimulagdo segue daqui, dada a transitividade de =. A prova da cldusula ii) usa o
argumento simétrico.

O
A demonstracido do lema 1 resulta agora sem dificuldade.
Prova.
S é uma bissimulagéo (estrita) a menos de =
= { pelolema 1}
=.5.=C ~
= {1p C=}
SC ~
(]

3 Teoria da Equivaléncia Estrita

Propriedades Basicas

Vamos, agora, investigar as leis satisfeitas pela rela¢cdo ~. Juntamente com os resultados das préximas
secgdes, estas propriedades formam o ntcleo do cdlculo de processos que anunciamos no inicio deste
curso e que R. Milner designou por CCS (acrénimo de calculus of communicating systems).

Ficamos, assim, equipados ndo apenas com uma metodologia para descrever problemas em niveis de
abstracgdo distintos (e progressivamente mais detalhados), mas também com um célculo equacional
para discutir a sua equivaléncia (por exemplo, quando queremos mostrar a correc¢do da implementacdo
de um processo P relativamente a uma especifica¢do F). O calculo permite-nos, nomeadamente, substi-
tuir, na prova de E ~ P, a construgéo explicita de uma bissimulacdo contendo E e P, por um argumento
equacional.

Lema 3 Sejam E,F,G € P. Entdo, (P, + ,0) e (P, | ,0) sido monoides abelianos, sendo -+ uma operagio



idempotente. Detalhadamente,

(E+F)+G~E+ (F+G)

E4+F~F+E
E4+0~E
E+E~E
(E|F)|G~E|(F]|G)
E|F~F|E
E|0~FE

Prova. As provas destas igualdades seguem, todas elas, um padrdo similar (a que o leitor se devera habituar
realizando-as como exercicio). Comega-se por conjecturar uma relagao que contenha os processos cuja equivaléncia
se quer demonstrar. De seguida verifica-se se a relacdo escolhida ¢, de facto, uma bissimulagdo por conferéncia
das condi¢des da definicdo 1 para todos os pares envolvidos. O tnico cuidado a ter é com a conjectura ini-
cial. Tlustrativamente tentemos demonstrar a idempoténcia da escolha. Vamos comegar por tomar a relagdo S =
{(E+E, E)| E € P}. Ao tentar verificar as condigdes de (1) concluimos que, apesar de uma transigio £ + £ —— E
ser correspondida por E — F, o par (E, E) ndo pertence a S. Necessitamos, pois, de acrescentar a S todos os
pares deste tipo, i.e., definimos S como {(E + E, E)| E € P} U Idp que facilmente se verifica ser uma bissimulagao.
Note-se que aqui, como na maioria dos casos que encontraremos, a bissimulagdo que testemunha a equivaléncia
procurada é uma relagio infinita'.

Lema4 Sejam E,F € P, K C L. Entdo,

newK E~FE seL(EYN(KUK) =0
new K’ (new K E) ~new (K UK') E
newK (E | F)~newK F | newK F se LLE)yNL(F)N(KUK) =10

Prova. A demonstracdo destas leis é feita, de novo, por constru¢do de uma bissimulagdo (estrita) contendo os
respectivos lados direito e esquerdo. Assim, por exemplo, para mostrar que

newK E ~ E selL(E)Yn(KUK)=10
construimos, para um K C Act arbitrario, a relacdo
S = {(rewK E,E)| E€PAL(E)N (K UK) = 0}

Para cada par (new K E, E) € S, se E transita por a para E’, entdo a,a ¢ K, por defini¢do de S. Logo as transi¢des
de qualquer elemento do par sdo correspondidas por transi¢des idénticas do outro. Por outro lado, L(E’) C L(E),
porque E’ é uma derivagdo de E. Logo L(E") N (K UK) = ) o que permite concluir que (new K E’, E’) € S. Donde
S é uma bissimulagdo (estrita), o que justifica a lei.

O

Um ultimo comentdrio sobre as provas deste dois lemas torna-se necessario. Em alguns casos, nome-
adamente nas leis que envolvem apenas operadores estiticos, a verificagdo pode resumir-se a concluir a

10 leitor atento verificara que ao provarmos que (P, + ,0) e (P, | ,0) sdo monoides abelianos estamos, de facto, a provar o
resultado enunciado na Li¢do 3 que estabelece = como uma bissimulagao.



igualdade entre os diagramas de sincronizacdo dos respectivos lados direito e esquerdo. De facto, se
ndo se verifica qualquer alteragdo nestes diagramas, que exibem as capacidades de interacgdo dos pro-
cessos, podemos concluir a sua equivaléncia uma vez que estes operadores ndo sdo consumidos pelas
transi¢des. O argumento ndo se aplica, porém, quando estdo envolvidos operadores dindmicos. Por
exemplo ¢.0 e a.a.0 tém o mesmo diagrama de sincronizagdo mas nédo sdo, obviamente, equivalentes.

’ Modularidade ‘

Como se sabe, a bisimilaridade ~ é uma relacdo de equivaléncia. Mas serd que a substituicdo de um
processo E por um processo F' tal que E ~ F', num qualquer contexto, produz ainda resultados equi-
valentes? Notemos que se tal ndo for valido serd quase impossivel utilizar a nogdo de equivaléncia na
pratica: apenas se poderiam aplicar as leis anteriores ao nivel mais externo das expressdes e ndo as suas
sub-expressdes. A resposta, felizmente, é afirmativa: ~ é compativel com os operadores em P, ou seja,
forma uma congruéncia em P. De facto,

Lema5 Seja E ~ F. Entdo, para P € P, K C L e f uma renomeagio em L,

a.F~a.F
E+P~F+ P
E|P~F|P
new K F~new K F

Prova. Exercicio 4

O

A prova segue o padrdo das anteriores e é sugerida como exercicio. Necessitamos ainda de dar mais
um passo para estabelecer completamente o resultado que nos interessa. De facto, uma vez que adimiti-
mos a definicdo recursiva de processos torna-se necessario mostrar que este tipo de defini¢des preserva a
equivaléncia estrita. Comecemos, pois, por estender ~ a processos com varidveis sobre P. Suponhamos
que E e F' contém, no maximo, X variéaveis livres sobre P. Entdo, E ~ F sse, para todo a familia de
processos P, {P/X} E ~ {P/X} F. Neste contexto, tem-se

Lema 6

i) Se P 2 F entdo P ~ E, onde E ¢ uma familia de expressdes em P e P uma familia de identificadores de
processos.

ii) Seja E ~ F, onde E e~F sdo familias de expressoes recursivas em P sobre uma familia X de varidveis sobre P.
Definam-se A = {A/X} Ee B = {B/X} F. Entdo, A~ B, i.e., ~ é preservada pela definicdo recursiva.

Prova. A primeira parte é trivial. Pela regra semantica (ident) sabemos que, para cada ¢, E; e P; tém exactamente as
mesmas derivagdes, pelo que o resultado segue imdiatamente. A prova da segunda parte, porém, requer indugéo
sobre os diagramas de inferéncia (cf., [Mil89], padginas 99 e seguintes).



O Teorema da Expansao

A teoria da equivaléncia estrita que comecamos a desenvolver inclui, ainda, um resultado fundamen-
tal sobre a relagdo entre processos definidos em termos da composi¢do paralela e processos definidos
por escolha ndo determinista. Tal resultado é conhecido em CCS como o teorema da expansio, precisa-
mente porque indica que a composicdo concorrente de processos pode ser expandida (i.e., “desenro-
lada”) numa escolha cujas parcelas sdo prefixadas pelas acgdes iniciais do processo composto.

Antes de enunciarmos a lei convird recordar o exemplo atrds discutido onde concluimos, porventura
com alguma surpresa, que S ~ M. Vejamos, agora, o resultado geral:

Lema?7 Seja E £ newK ({f1i} E1 | ... | {fa} En), comn > 1. Entdo,

E~ Y {fi(a)newK ({f1} E1 | ... | {f;} B{ | .. | {fn} En)| B; = E A fi(a) ¢ KUK}
+

S{rnew K ({f1} By | [ {fiY B oo [ {FY B | | {fn} En)l Ei =% Ef A Ej =% ES A fi(a) = f;(0))

Prova. Ver, por exemplo, [Mil89], paginas 96 e 97.

O

Tomando substituigoes triviais, i.e., fazendo, na expressao anterior, f; = fo = ... = f,, = 1p, chegamos a
um caso particular do teorema com muito interesse. Assim,

E~ ) {anewK (Ey|..| E/|..| E))| Ei > E/ N a¢ KUK}
+
> {rnewK (Ei| .| E||..|E}|..| E,)| E; -~ E| A E; - Ej}

Note-se, porém, que a formulagdo deste lema é notacionalmente pesada. Uma forma alternativa de
pensar nele consiste em considerar o seguinte resultado (de resto, mais geral e, certamente, mais facil de
memorizar): todo o processo é equivalente 4 soma das suas derivagoes imediatas, i.e.,

E ~ )Y {aE|E-E'}
Outros casos particulares surgem no seguinte corolario:

Lema 8 Para E,F' € P,a € Acte K C L, verifica-se

newK (E+F)~newK E+newK F

0 sea € (KUK)

new K (a.E) ~
(a.E) {a.(newK E)  caso contririo

Prova. Os resultados seguem por aplicacdo directa do lema 7, fazendon = 1e fi = id.



Vejamos, por fim, como o teorema se aplica ao exemplo anteriormente discutido, permitindo-nos dedu-
zir por raciocinio equacional, S ~ M. Temos, pois,
S ~new{k} (T | R)

~i.new{k} (k.T | R)

~ir.new{k} (T | j.R)

~i.7.(i.new {k} (k.T | j.R) + jnew {k} (T | R))

~i.r.(i.jnew{k} (k.T | R) + j.i.new {k} (k.T | R))

~ir.(i.jr.new{k} (T'| j.R) + ji.T.new{k} (T | j.R))

Designando por N’ a expressdo new {k} (T | j.R) que, como vimos, expande em N’ ~ i.j.7.new {k} (T |

j.R)+j.i.r.new {k} (T | j.R), podemos concluir as equivaléncias N'~N e S~i.T.N~M como querfamos?.

Nota2 [O teorema da expansdo e o paradigma da intercalagiol

O teorema da expansao, sustentando que a concorréncia pode ser “explicada” em termos de ndo determinismo, tem um sig-
nificado muito profundo no célculo de processos que temos vindo a introduzir. De facto, neste célculo a concorréncia é reduzida
a intercalagio ndo determinista das sequéncias de ac¢des em que o processo considerado se pode comprometer, tornando-se a sua
caracterizagdo semantica essencialmente uma teoria do ndo determinismo. Esta abordagem a semantica dos processos, que é
comum a CCS e outros calculos (como CsP [Hoa85] ou AcP [BK85]), é justamente conhecida por paradigma da intercalagio e é
motivada pela hipétese de que a relagdo de causalidade entre acontecimentos néo é observavel. Ao sucesso deste paradigma nao
sera alheio o facto de os sistemas de multiplexagdo de tarefas e utilizadores sobre uma mesma unidade de processamento ter sido
uma das primeiras realiza¢des da programagéao concorrente.

4 Equivaléncia Observacional

Vamos, agora, definir uma nogdo de equivaléncia insensivel as ac¢des ndo observéveis, i.e., que permite
considerar equivalentes processos que diferem na quantidade de comportamento ndo observavel que
realizam. Veremos que este requisito tem de ser formulado cuidadosamente. Para isso comecemos por
definir o que se entende por transi¢des observaveis de um processo.

Transi¢oes Observaveis

A relacdo de transi¢do basica que temos usado para caracterizar a semantica operacional dos processos
é a familia (Act-indexada) de relagdes — C P x P. Similarmente, podemos definir

= C PxP

como uma familia de relagdes ditas de transigio observdvel, em que as etiquetas sdo elementos de L U {¢}.
Uma ==-transicéo corresponde a zero ou mais transi¢des elementares ndo observaveis (i.e., etiquetadas
por 7). As seguintes regras de inferéncia definem a relacdo que nos interessa:

2Estas tltimas substituigdes, parecendo intuitivas, sdo de facto justificadas por um resultado (o lema 17) sobre a existéncia de
solugdes tinicas para equagdes recursivas que introduziremos mais adiante.



E-LFE E=F
E=F

(02)

a

E=F E-SF F=F
E==F

(O3) paraa €L

A importancia de uma nogdo de equivaléncia em [P baseada em transi¢des observaveis pode ser ilustrada
com o exemplo seguinte. Consideremos os processos

To £ 3.1 + .15

Ty 24Ty
Ty £ j.Ts
T3 = T.TO

ALijA+ i A

A andlise dos seus grafos de transicdo

i.A j.A

respectivamente, permite concluir de imediato que que Ty ~ A. De facto, a transi¢do T3 - Ty ndo tem
correspondente no processo A. No entanto, a transigdo que os distingue é etiquetada por uma ac¢do ndo
observével. Podemos, pois, tentar formular uma equivaléncia entre processos que seja “cega” para as
transigdes ndo observéaveis. Tal equivaléncia ird igualar, por exemplo, transigdes como £ —* E’ com
sequéncias de transigdes como £ ———— ... -+ E' ou E - ... - F' ou, ainda, £ - ... -

.. —-T5 F’. Todas estas sequéncias de transi¢des sdo, como sabemos, abstraidas em E =% F’. Assim,
o que temos de fazer é apenas refazer as defini¢des de bissimulacdo e equivaléncia em termos da relacédo
de transicdo observavel.

Equivaléncia Observacional

Para definir a relagdo de equivaléncia que nos interessa vamos simplesmente tomar a nova nogdo de
transicdo observdvel e actualizar sobre ela a (sempre a mesma!) defini¢do de bissimulagdo. Asim,
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Definicdo 4 Uma relagio bindria S em P é uma bissimulacdo (ndo estrita, ou fraca, ou observacional) sse,
sempre que (E,F) € Sea € LU {e},

i) se E == E'entio F == F' e (FE',F') € S

ii) se F == F'entio E == F'e (E',F') € S

Evidentemente, como em qualquer bissimulagdo, temos que 1p, §), a inversa de uma bissimulagéo, a

composi¢do e a unido de bissimulagdes, sdo, ainda, bissimula¢des de acordo com a defini¢cdo acima.
Podemos, agora, definir, a semelhanga do que fizemos para ~,

Defini¢do 5 Dois processos E e F' sio (observacionalmente) equivalentes (ou bissimilares), escrevendo-se
E =~ F, sse existir uma bissimulagdo (observacional) S em P tal que (E, F) € S.

A luz desta definigdo podemos concluir, no exemplo acima, que Ty ~ A. Basta, para isso, mostrar que a
relacdo
S = {(Tv, A), (Th,i.A), (Ts,j.A), (T3, A) }

é uma bissimulacdo (nio estrita).

Propriedades

As propriedades de ~ sdo similares as que encontramos para ~. Em particular, a defini¢do de ~ equivale
a
~ = U{S CPxP| S éuma bissimulagdo nio estrita}

0 que permite concluir que ~ é a maior bissimulac¢do (ndo estrita). Constitui, além disso, uma relagdo de
equivaléncia. Discutiremos mais adiante a preservagdo de ~ pelos operadores da linguagem.

Uma propriedade fundamental desta relagdo, que ndo é obviamente partilhada por ~, é traduzida na lei

Lema 9 Para qualquer processo E € P,

Prova. Para toda a acgdo a tal que E —~ E’ temos 7.E — E —* E'. 1.6, 7.E == E'. Por outro lado, a tinica acgo
7.E - E é correspondida pela ac¢io nula E == E em E. Claramente 1p U {(E, 7.E)| E € P} é uma bissimulagio
(ndo estrita).

Notemos, também, que, como se esperaria,

Lema 10 Para quaisquer Ee F' € P, se ' ~ Fentio E ~ F,ie., ~ C =.

Prova. Exercicio 10.
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Nota3 [Construgido de Bissimulagoes]
A construcdo de bissimulagdes constitui um procedimento necessdrio em muitas situagdes praticas. Justifica-se, por isso, um
comentdrio um pouco extenso sobre um algoritmo de construgéo, aplicdvel a processos com um ntmero finito de estados. Esta

técnica baseia-se na andlise dos grafos de transigdes e é, nomeadamente, usada no CWB-NC.

Consideremos, ilustrativamente os seguintes grafos de transigdes, que poderiam corresponder, por exemplo, aos processos

Ar =7.(a.(b.0+7.A1) + 7.0.0)
B1 £a.Bi+ab.0+7.b.0+b.0

A1 %AQ

NN
\%/

'
)

Bz % Bl

NN

33%34

O problema consiste em determinar quais os pares de estados bissimilares. A ideia desta técnica reside em procurar construir
uma bissimulagdo iterativamente, a partir da relagdo universal sobre o conjunto de estados em causa, na qual todos os estados
estdo relacionados entre si. Desta forma temos a certeza de encontrar sempre a maior bissimulagdo contendo o par de processos
em causa (caso exista, evidentemente!). Seguidamente, classificamos os estados de acordo com as suas derivadas imediatas para

=, para todo o a € L. Estados equivalentes deverdo ter as mesmas derivadas (observéaveis).

Neste exemplo os estados A1, A2, Az e By tém derivadas por e por :b>. Vamos agrupa-los num conjunto Cy = {41, A2, A3, B1}.
Da mesma forma construimos os conjuntos Co = {A4, B2, B4} e C3 = {As, Bz}, correspondendo aos estados que apenas tém

derivadas por N (C2) ou simplesmente ndo podem realizar qualquer transi¢do observavel (C3).

Estes conjuntos definem uma relagdo bindria nos estados: dois estados estdo relacionados sse pertencerem a0 mesmo conjunto.
Vamos, agora, verificar se essa relacdo ja serd uma bissimulagio. Como vimos, todo o estado em C1 pode realizar == e evoluir
para um estado também membro de C, facto que vamos registar escrevendo C1 =%, ;. Da mesma forma concluimos que
C1 == Csy, C1 == Cs, C1 % CzeCsy :b> C3. Reparemos que cada uma destas asser¢des estabelece uma propriedade valida

para todo o estado no conjunto a esquerda da seta; por outro lado, foram consideradas em cada caso todas as possiveis transicdes.
Quer isto dizer que a relacdo pertence ao mesmo conjunto é, de facto, uma bissimulagdo, e, em particular A; ~ B;. Note-se, por

fim, que as transigdes por = dentro do mesmo conjunto (por exemplo, A3 —— A1) podem ser sempre trivialmente simuladas,
a partir de qualquer estado no conjunto, pela inacgao.

No caso de a relagdo encontrada nao ser ainda uma bissimulagdo, a construgdo continua por divisdao de um dos conjuntos. Para
ilustrar isto mesmo vamos considerar uma nova transicdo etiquetada por a entre A; e As. A classificacdo dos estados permanece

a a ~ a
a mesma, mas agora temos A} = A5 e A3 = Aj, enquanto A5 € C3. Temos, entdo, C1 = C'3 apenas para alguns estados
em (1, nomeadamente A; e A3. Logo C1 ndo pode ser uma classe de equivaléncia de uma bissimulagdo. Vamos, pois, gerar um

novo conjunto Cy4 composto pelos estados de C; que podem alcangar estados de C3 por ==-. 1.6, Cy = {A1, A3}.

by . . ~ a € ~
Temos, agora, que verificar se o resultado forma uma bissimulagdo. De facto, temos Cy = C3 e C4 = C;. Nao basta,
contudo, verificar o novo conjunto de estados, mas todos aqueles com transi¢des para C4 ou C1, uma vez que estes conjuntos

foram alterados. O conjunto C tem de ser revisto porque Az =2 As, que pertence a Cy, enquanto B ndo pode atingir estados
em Cy. Torna-se, entdo, necessdrio dividir de novo o conjunto C1, originando C1 = {B1} e C5 = {A2}. As transigdes a partir

12



de C4 sao, agora, C4 :a> C3 e C4 :a> C4 (através de C5), C4 :a> C5, C4 :a> CQ, C4 :6> C5, C4 :€> C2 e C4 :b> Cg. Os
conjuntos C5 e C tém apenas um estado, ndo constituindo, portanto, problema. Os conjuntos C2 e C3 ndo possuem transigdes
conducentes a estados dos conjuntos que foram divididos; estando correctos antes da divisdo assim continuam. Concluimos, pois,
que a nova relagdo é uma bissimulagéo.

Prosseguindo desta forma acabamos sempre por obter uma bissimulagdo, pois, no limite, o processo de divisdo termina em
conjuntos de estados singulares e a relagdo identidade é trivialmente uma bissimula¢do. O ponto importante é que obtemos
sempre a maior bissimula¢do, na medida em que todas as tentativas maiores sdo eliminadas pelo processo de divisdo. Assim, temos
a certeza que estados no mesmo conjunto sdo observacionalmente equivalentes e, dualmente, estados em conjuntos distintos
ndo o podem ser, porque, efectivamente, a maior bissimulagdo relaciona todos os estados equivalentes. No segundo exemplo
considerado, temos, em particular A; % Bj.

Este método de construgdo de bissimula¢des oferece-nos, ainda, um bénus importante. De facto, se tomarmos cada conjunto
C; como nodo de um grafo cujos arcos sdo transi¢des a partir de cada elemento de cada C;, obtemos um grafo de transi¢oes
equivalente mas com um niimero minimo de estados. No primeiro exemplo (sem a transi¢do adicional por a) obtemos:

Cs

Este grafo é minimo em nimero de estados mas ndo no que concerne ao nimero de transi¢gdes. De facto, as duas transigdes

a b ~ . . P
C1 — C2 e 7 — (3 sao redundantes, i.e., simuldveis pelas restantes (como?). Se as removermos, chegamos a um grafo
minimo quer em termos de estados quer de transicdes:

N
A/

6’1*7—>02*b>03

O processo correspondente a C'y pode ser escrito como
M £ aM+T1b0

Como o processo A1 pertence a este conjunto, obtivemos, assim, uma representacdo minimal (e observacionalmente equivalente)
a Al .

Como referimos, os algoritmos de verificacdo de equivaléncia e minimizacao utilizados no CWB-NC operam exactamente deste
modo. A mesma técnica pode ser usada para a construgdo de bissimulagdes estritas (e determinacdo de ~) se se considerarem

.~ a a
transi¢des da forma — em vez de =-.

| Modularidade |

Tal como acima argumentamos, para ser titil no raciocinio sobre processos a equivaléncia ~ deverda ser
preservada pelos operadores do calculo. Veremos de seguida que tal preservagdo falha para um desses
operadores, 0 que nos motivard a introduzir uma pequena, mas importante, modificagdo no conceito de
equivaléncia observacional. Comecemos por notar que, tal como acontece para ~, temos que

Lema 11 Seja I~ F. Entdo, para P € Pe K C L

a.FE~alF @D
E|P~F|P 2)
new K F~new K F 3)

Prova. Exercicio ??.
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O

No entanto, nas condi¢gdes do lema anterior, jd ndo se verifica £ + P ~ F' 4+ P. 1. é, a substitui¢do de
um processo F por um processo F, tal que £ ~ F, num contexto aditivo, ndo leva a resultados ~-
equivalentes. Dito de outro modo, ~ ndo é uma congruéncia.

Um exemplo ajudard a perceber o que se passa. Seja P 2 i.0 e Q = 7.1.0. P ~ (), uma vez que podemos
igualar Q) a 7.P e, como vimos, E ~ 7.E, para todo o processo E. No entanto, ndo se verifica

J.O+P~j.0+Q

De facto, os grafos de transi¢ao

j.0+P
0 0

7.04+Q

N
|

0
dos processos compostos, indicam que o segundo pode evoluir invisivelmente para um estado onde

apenas pode realizar i. L. é, a transigdo j. 0 +Q == 4.0 corresponde a transigdo j. 0 +P == j. 0 +P, mas
claramente .0 e j. 0 + P ndo sdo bissimilares.

O exemplo anterior ilustra bem a razdo pela qual ~ ndo é uma congruéncia: o problema reside no
inicial, em @, que, no contexto aditivo, restringe o “menu” de opg¢des possiveis.

O problema “desaparece” se, na defini¢ao sintatica dos processos interactivos, se considerarem apenas
somas guardadas (como em [Mil99]) em substituicdo do uso independente da escolha e do prefixo.

Lema 12 Se E =~ F, entdo

al+P=~aF+P

new K E~new K F
E|P=F|P
P|E=P|F

Prova. Exercicio ??.

Vamos, porém, adoptar a visdo mais “classica” que motiva a introducédo de da seguinte definicao,

Definicdo 6 Dois processos E e F' siio observacionalmente congruentes (ou iguais), escrevendo-se E = F, sse

i) ExF

€

ii) se F - FentioF - F' = F' e F' ~ F’
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€

iii) se F - Flentio E - E' == E'e E' ~ F'

A intuicdo sobre esta defini¢do é de que toda a acgao inicial ndo observavel de E e F' deve ser corres-
pondida por, pelo menos, uma acgio nido observavel do outro processo. E facil mostrar que = é uma
congruéncia, inclusivamente para os contextos aditivos, e que, como seria de esperar, £ # 7.E. Tem-
se, contudo, 7.F = 7.7.E porque, ap6s a transigao inicial por 7, obtemos o par (0,7.0) de processos
observacionalmente equivalentes. Repare-se que a defini¢do de = acima néo é recursiva, nem é feita
directamente em termos de bissimulag¢des. De facto, as duas cldusulas da defini¢do, com o requisito de
que um 7 deve ser correspondido por, pelo menos, outro 7, apenas sdo validas ao primeiro nivel das ex-
pressdes; a partir dai usa-se a definicdo de equivaléncia observacional. Dito de outro modo, o requisito
nas derivacdes é formulado em termos de = e ndo de =.

Propriedades da Igualdade de Processos

A propriedade fundamental da relagdo = reside, por um lado, na sua insensibilidade para toda a ac¢do
invisivel (ndo inicial!), que herda da defini¢do de =, e, por outro, na sua preservacdo pelos operadores
em P, em particular por +. De facto, um resultado interessante estabelece = como uma restricgdo de
~ aos pares de processos que a preservam em fodos os contextos aditivos. Esta caracterizacio ilustra,
igualmente, a proximidade entre as duas relagdes. A prova ndo é totalmente trivial e merece alguma
atencdo.

Lema 13 Dados dois processos E e F' cuja reunido das espécies é distinta do conjunto L de nomes de acgdes,
E = F sse, paratodoo G € P,
E+G~F+G

Prova. Comecemos por supdr que F = F. Basta-nos, pois, mostrar que
S 2 {(E+G,F+G)EFGcP} U~

forma uma bissimulagdo. Temos de provar que S satisfaz as duas clausulas da definicdo 4. Mostremos a primeira
(a segunda segue o argumento simétrico). Suponhamos que (U, V) € Seque U - U’. Se U =~V entdo V == V'
e U’ = V' (porque ~ é uma bissimula¢do ndo estrita), o que implica (U’,V’) € S. Suponhamos, agora, e esta é a
hipétese interessante, que U é da forma E+ G, V é da forma F'+ G, com E = F. H4, neste caso, duas possibilidades
de obter a transi¢do U U A primeira consiste em G -2, @, mas, neste caso, tem-se igualmente F' + G INYe S
ie,V - G'e,como G'~G’, tem-se (G', G') € S, como queriamos. A segunda possibilidade consisteem F — E'.
Entdo, de E = F, segue-se que F' == F’,com E' ~ F'. Logo, F + G == F' e (E',F') € S.

Mostremos, agora, a implica¢do reversa por contra-reciproco (i.e., da negacdo da tese procuremos concluir a negacao
da hipétese). Suponhamos, pois, que E # F. Isto significa que existe pelo menos um a e um F” tais que F — F’
mas, se E == F’, entdo E' % F'. Vamos escolher G £ z.0, para x ndo pertencente nem a espécie de £ nem de
F. Notemos que é aqui que se torna necessaria a hipétese do enunciado sobre as espécies de £ e F. De facto,
desconhece-se se o resultado é valido sem a hip6tese. Note-se que, dada a admissibilidade em [P de somas infinitas,
os processos E e F' poderiam, sem ela, usar todos os nomes de ac¢gdes em L, mesmo para L infinito.

Prosseguindo, temos, pois, a transigdo ' + G == F’. Vamos, entdo, mostrar que, sempre que E + G == E’, se tem
E' % F'.Sea =r71eFE édaforma E + G, entdo o resultado segue porque E’ pode realizar a ac¢do z e F' ndo. Em

qualquer outro caso, tem-se E + G == E’,logo E == E’, uma vez que a transicdo G == E’ é impossivel dado
a# x. Entaio E' & F'.

O

Com base neste lema é muito simples provar a preservagdo de = em contextos aditivos (que ~ falha),
ie, E+G=F+ (G, desdeque E = F.
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Prova. A prova reduz-se, pelo lema anterior, a mostrar que, para todo o G’ € P,
(E+Q)+G = (F+GQ)+¢&

Sabemos que E + (G + G')~ F + (G + G'), por aplicacdo do mesmo lema a E = F. Por outro lado, a escolha ndo
deterministica é associativa para ~, na medida em que jé o era para a equivaléncia estrita ~ que esta contida em =.
Logo a equacao acima verifica-se.

O

Esta ultima prova remete-nos para a possibilidade de hierarquizar as varias nogoes de equivaléncia que
introduzimos. Assim,

Lema 14 Para quaisquer E e ' € P, se E ~ F entdo E = F. Similarmente, se E = F entdo E =~ F, i.e.,
~ g:g ~.

Prova. Exercicio 21.

O

Note-se, porém, que da definicdo de = decorre que, sendo E e F' processos estdveis, i.e., incapazes de
realizar 7 como primeira ac¢do, E ~ F implica E' = F'. Reparemos, ainda, que = pode ser caracterizada
em termos da igualdade, de acordo com o resultado seguinte,

Lema 15 Para quaisquer E e F' € P, dizemos que E~ Fsse E=Fou E=717.FoutE=F.

Prova. Exercicio 21.

O

Em resumo, a relagdo =, que vamos tomar como a nog¢do de igualdade em [P, é uma congruéncia (inclusi-
vamente com respeito a defini¢do recursiva, caso em que se prova um resultado idéntico, mas formulado
em termos de =, ao lema 6). Sem surpresas, a teoria equacional subjacente incorpora, de resto, todas as
leis que estudamos para a equivaléncia estrita, incluindo o teorema da expansdo. Além disso, tem-se
especificamente

Lema 16 Para quaisquer E,F € P e a € L verificam-se as sequintes igualdades que permitem controlar a
ocorréncia de T,

at.Bl=aL 4
E+rE=1E ®)
a(E+71.F)=a(E+71.F)+aF (6)

Prova. A prova decorre trivialmente da definigao 6.

O

Notemos, por fim, que, apesar da motivac¢do e esforco feito na procura de uma congruéncia observa-
cional, a simples equivaléncia (=) ndo deixa de ser util. E isto porque ndo sé ~ é aplicivel em mui-
tas situagdes, mas sobretudo porque tem associada, tal como a equivaléncia estrita (~), uma poderosa
técnica de prova — a construgdo de uma bissimulagdo contendo o par de processos em andlise — que
é automatizdvel para uma grande classe de processos (em particular, para processos de estado finito).
Além disso os lemas anteriores mostram que, ao raciocinar sobre a igualdade de processos, podemos
utilizar ~ e introduzir = apenas no “dltimo passo” (porqué?).
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5 Solucao de Equacoes

E agora altura de discutir um resultado a que ja fizemos referéncia e que concerne a existéncia de solugoes
tinicas para equagdes recursivas nas estruturas (P, ~) e (P, =). Em particular, o lema seguinte estabelece
que tais solugdes existem para sistemas de n equagdes recursivas sobre n varidveis em P, desde que a
ocorréncia das varidveis satisfaca determinadas condi¢es. A prova do lema ndo é fundamental para
este curso (mas pode ser consultada em [Mil89], paginas 158 a 160); mais importante é ndo confundir
este resultado com o lema 6, nem com o seu correspondente para a congruéncia observacional. Um
(este!) é sobre equagdes recursivas, o outro concerne as definices recursivas e cai, consequentemente, no
grupo de propriedades necessdrias para o estabelecimento de uma congruéncia. Temos, pois,

Lema 17 Equagdes recursivas em P da forma X = E(X) ou X ~ E(X) tém solucdes tinicas em P (a menos de
= ou ~, respectivamente). Em rigor,

i) Seja E = {E;| i € I} uma familia de expressdes com, no mdximo, I varidveis livres ({X;| i € T }) tais que
toda a varidvel que ocorre livremente numa expressio E; é fracamente gquardada. Entdo, se P ~ {P/X}FE e

Q ~{Q/X}E, tem-se que P ~ Q.

ii) Seja E = {E;| i € I} uma familia de expressoes com, no maximo, I varidveis livres ({X;| i € I}) tais  que
toda a varidvel que ocorre livremente numa expressao E; é guardada e sequencial. Entdo, se P={P/X}E
eQ ={Q/X}E, tem-se que P = Q.

Precisemos as condi¢des sobre as varidveis. Uma variavel é fracamente guardada numa expressdo E sse
ocorre numa sub-expressdo de E da forma a.E’, para a € Act. X é dita guardada sse a, na condicao
anterior, representar uma acgdo observavel (i.e., a € L U L). Por exemplo, X é fracamente guardada
em 7.X e 7. 0 +a.X + b.a.X, mas guardada apenas na segunda expressdo. As condi¢des em causa
estabelecem, portanto, que o comportamento do processo é independente do processo que instancia a
varidvel até a ocorréncia de uma guarda.

No entanto, para equagdes recursivas em = é ainda necessdrio impedir que a varidvel acabe por ficar
guardada por um 7 que resulte de uma sincronizacdo. Tal seria o caso, por exemplo, de X em X =
new {a} (@.X | a.0). Impde-se, assim, que toda a sub-expressdo estrita de E (i.e., excluindo o préprio E)
em que X ocorre seja da forma a.E’, para a € Act, ou Y E. Neste caso a ocorréncia da varidvel diz-se
sequencial na expressdo E. Vejamos, de seguida, dois exemplos de aplicagdo deste resultado.

Exemplos

Relembremos o tratamento do problema da exclusdo mutua através de um semaforo:

Sem £ get.put.Sem

P, £ get.ci.put.Py

Py & get.cy.put.Py
S £ new {get, put} (Sem | P | Py)

. A . . A . . .
e consideremos, agora, um processo S’ = 7.¢1.5’ 4 7.¢2.5' cuja equivaléncia com S queremos discutir.

Comecemos por reparar que S’ é solugdo da equacdo X = E(X), onde E(X) = 7.¢1;.X + 7.co.X é uma
expressdo sobre a varidvel X. De facto, pelo primeiro lema, S’ = {5’/ X} E. Tentemos verificar se S é
igualmente uma solu¢do da equacgdo em causa. Assim, e comegando por aplicar o teorema da expansao,
obtemos:
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S = T.new K (cq1.put.Py | Py | put.Sem) + 7.new K (P | co.put. P | put.Sem)
= T.c1.new K (put.Py | P2 | put.Sem) + 7.co.new K (P | put.Py | put.Sem)

T.cp.Tnew K (P | Py | Sem) + T.co..new K (Py | Py | Sem)

7.¢c1.7.5 + 7.¢9.7.5

7.01.S + 7.¢2.5

= {S/X}E

0 que permite concluir S = S’, por aplicagdo do lema 17.

Vejamos, agora, um exemplo um pouco mais trabalhoso. Consideremos os seguintes processos:

By £ in.By + out.B
By £ out.By

B/
Cy

CQ £ mﬁCg

newm (Cy | Cs)

in.m.Cq

(1>

Claramente o processo B é solugdo do seguinte sistema de 3 equagdes a 3 incégnitas (X, Y e Z):

X =E(X,Y,Z)=inY
Y =E(X,Y,Z) =inZ + out. X
Z =FE3(X,Y,Z) = oul.Y

através da substituicio o = {B/X, B,/Y,By/Z}. 1.é, B = oF, dadas as familias de processos B =
(B, Bl, BQ) e E = (E, El, EQ)

Para estabelecer a equivaléncia B = B’, vamos, agora, procurar uma substitui¢do ¢’ tal que B = o'E,
paraum B’ = (B, S1, S2). A questdo que se coloca é saber como transformar a descricdo do processo B’
de forma a ser possivel identificar as expressoes para S; e Sz em ¢’. Para isso vamos recorrer, de novo,
ao teorema da expansdo. Assim,

B’ = newm (Cy | C3)
= in.newm (m.Cy | Ca)
= in.t.newm (C; | out.Cs)

= in.newm (C] | out.Cs)
Tentativamente, fagamos S; = new m (C | out.C5) e prossigamos a expansao:

Sl = newm (Ol | MCQ)
= in.newm (M.Cy | out.Cy) + out.newm (Cy | C3)
= in.newm (m.C | out.Cs) + out.B’

18



Fagamos, por fim, Sy = newm (m.C4 | out.Cs). Entéo,

Sy = newm (mCl | MCQ)

= out.newm (m.Cy | Cs)

out..newm (Cy | out.Cs)

M.T.SH
= out.S

A substituicdo pretendida fica, assim, completa, o que nos permite concluir a equivaléncia em causa

entre Be B'.

Note-se que este problema pode ser reduzido ao da determinac¢do de solugdes de um sistema de 2

equagdes a 2 incognitas, a saber,

X=EBX,Y)=inY

Y =

E'(X,Y) =in.out.Y + out.in.Y

Claramente, por substitui¢do, obtemos

B = ZTI,Bl
Bi = in.out.B; + out.in.B;

Mostramos ja que B’ = ... = in.S;. Prosseguindo o calculo desta sub-expressdo, obtemos

S1 =

newm (C | out.Cs)

in.newm (m.Cy | out.Cy) + out. B’
in.out.newm (m.Cy | C2) + out.B’
in.out.T.newm (C; | out.Cy) + out.B’
in.out.7.S; + out.B’

in.out.Sy + out.B’

Logo, B' = {B'/X,S,/Y}Ee S, = {B'/X,S:/Y}E'. E imediato concluir que B = B'.
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A Exercicios

Exercicio 1

Indique quais das seguintes relagdes em P sdo bissimulagdes estritas.
S1={(0,0)}
So=10
S3 = {(a.0,a.0 +a.0),(0,0)}
S4 ={(a.0,a.0)}
S5 = {(a.0] 0.0,a.b. 0 4+b.a.0), (0 | b.0,0.0), (.0 | 0,a.0),(0 | 0,0)}

Exercicio 2

Sejam X £ receive.send.X e Y £ send.receive.Y. Mostre que {(send.X,Y), (X, receive.Y)} é uma bissimulacio estrita.
Podera concluir que X ~ Y?

Exercicio 3

Indique quais dos seguintes processos sdo estritamente equivalentes a a.b.0 (realize as provas e fornega os contra-exemplos ne-
cessdrios para justificar as suas conclusdes.

a.(b.0+0.0)
a.b.04a.b.0

a.7.b.0

a.b. 0 +a.0

a.(b.0 +b.0) + a.b.0
a.b.0+0

a.0|0

new {c} a.(b.0 | c.0)
new {c,d} a.b.(c.0 | d.0)

O ® N T e

Exercicio 4

Demonstre o lema 5.

Exercicio 5

Suponha que alguém adicionou a linguagem de processos P dois outros operadores de composigdo paralela definidos pelas regras
seguintes:

E-% FE F-% F'
a (Ol) a (02)
EQF-SEQF EQF - EQ®F
E-LE A a¢f(F) FLF A ag¢fn(E)
a (P1) a (P2)
E|F-%E|F E|F-%E|F

E-“F F%F

(Ps)
E|F-SE | F
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1. Explique informalmente o propésito de ® e ||, distinguindo-os da composicdo paralela que estudou.

2. A partir destas regras explique de que forma os diagramas de sincroniza¢do de E ® F e E || F' podem ser construidos
a partir dos diagramas de E e de F. Compare esse processo com 0 que se passa com a construgdo do diagrama de
sincronizagdo de E | F.

3. Mostre ou refute a associatividade de || relativamente a ~.

Exercicio 6

Determine um processo P tal que P | (a.b.0) ~ a.b.a. 0 +a.a.b.0, ou mostre que um tal P ndo pode existir.

Exercicio 7

Considere o processo A £ a.(A | b.0).

1. Calcule o conjunto de derivagdes de A.
2. Proveque A | A~ A.

Exercicio 8

Para os seguintes pares de processos indique, justificando, os que podem ser relacionados por ~. E por =?

a.7.b.0ea.b.0

a.(b. 0 +7.c.0) e a.(b. 0 +c.0)

a.(b. 0 +7.c.0) e a.(b. 0 +¢.0) + a.c.0

a.0+b.0+4+7.b.0ea.0+7.b.0

a.0+b.0+4+7.b.0ea.0+b.0

a.(b. 0 +(7.(c. 0 +7.d.0))) e a.(b. 0 +(7.(c. 0 +7.d.0))) + a.(c. 0 +7.d.0)
b. 0 +(7.(c. 0 +7.d.0))) e a.(b. 0 +c. 0 +d.0) + a.(c. 0 +d.0) + a.d.0
a.b. 0 +a.c.0) e r.a.b. 0 +7.a.c.0

a.r.b. 0 +a.b.7.0) e a.b.0

7.a.0+7.b.0) e 7.a. 0 +7.0.0

. A2ar.AeB2aB

A27A+a0ea0

A27.Ae0

O ® NS TN

a.(
(
7.(
.(

N
L N = o

Exercicio 9

Suponha que os processos R e T tém, entre outras, as transi¢oes seguintes: R — T e T —— R. Mostre que, nessa condigdes, se
tem R="1T.

Exercicio 10

Demonstre o lema 10.

Exercicio 11

Considere a definicdo seguinte de um activador de n portas:
ACo £ 5.0
ACn £ a.ACh_1

(1>
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1. Explique o comportamento deste processo.
2. Defina um activador de 4 portas usando apenas cépias do processo AC e os operadores estaticos da linguagem.

3. Podera o processo que definiu pode ser considerado observacionalmente equivalente a AC4?

Exercicio 12

Considere os factos seguintes acerca de uma relagdo bindria S sobre P. Para cada um deles, indique, justificando, se é ou nao
possivel concluir que S constitui uma bissimulagdo observacional:

S é arelagdo identidade em P.

S é um subconjunto da relacdo identidade em PP.
S é uma bissimulagdo estrita a menos de =.

S é a relagdo vazia.

S={(a.E,a.F)| Ex~ F}.

S={(a.E,a.F)| Ex F}U=.

AL

Exercicio 13

Mostre que

1. E4+7(E+F) = r.(E+F)
2. a(E+717.E) = a.E
3. (G4 a.(E+7F)) = 7.(G+a(E+7F))+aF

Exercicio 14

Considere a equagdo X = a. 0 47.X. Mostre que qualquer processo da forma 7.(7.P + a.0) é solucdo da equacdo. Considere,
agora, o sistema de equacdes

X =a.047.Y
Y =b.0+7.X

Como caracterizaria suas solugdes ([Mil89], pagina 66) ?

Exercicio 15

Considere a equagdo X = new {a} (a.X | @.0), onde a varidvel X ocorre guardada, mas ndo sequencial, no lado direito. Mostre
que o processo T.P é solucdo desta equacgdo, para qualquer P desde que a,a ¢ fn(P) ([Mil89], pagina 67).

Exercicio 16

Para todo o processo FE tal que fn(E) = @, prove ou refute as seguintes afirmacdes:

1. E|Q~Q.
2 E|Q=Q.
3. E|Q=71.Q.
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Exercicio 17

. A — . ~ s~ “1: s
Seja E = a(x).a(z).E, i.e., E é um buffer de uma posi¢do que utiliza a mesma porta para entrada e saida de valores. Assuma que
esses valores sao niimeros inteiros.

1. Defina um processo sequencial (i.e., sem recurso & composicgdo paralela) F' tal que '~ E | E.
2. Prove essa equivaléncia construindo uma bissimulacéo fraca relacionando os dois processos.

3. Serd a sua proposta para F' é minimal (no sentido de ndo conter acgdes ndo observaveis desnecessarias)?

Exercicio 18

Recorde as defini¢des de equivaléncia entre processos que estudou.

1. A partir de definicdo de ~, mostre que se o processo A for definido como 7.A 4+ B entdo A ~ B.
2. Dé um exemplo de processos X e Y nao observacionalmente equivalentes, mas que verificam X = 7.X + Y.

3. Seja X £ 2. X +y.0eY £ Z.Y. Mostre que . 0 ~ new {z} (X | Y).

Exercicio 19

Seja P uma expressdo na linguagem de processos contendo apenas uma variavel livre X e considere as seguintes equacdes em X:

X =71.(P+new{a} (a.P|@.0))
X =1P

Suponha ainda que alguém formulou a seguinte conjectura sobre estas equagdes:

Sea §Z el a gé <--€e--- ocorrer guardadu e sequencial em ---,as duas equagdes tém exactamente a mesma solugio e esta é tinica (i.e., todas
as possiveis solugdes sdo observacionalmente congruentes)

1. Preencha as reticéncias na conjectura acima de modo a obter uma afirmagao valida.

2. Prove a conjectura por raciocinio equacional.

Exercicio 20

Considere os factos seguintes e, para cada um deles, indique, justificando, se é ou ndo possivel concluir que E = F:

E =~ F e I é um processo estavel.

E ~ F enem E nem F' sdo processos estaveis.
Existeum Gtalque £ |G =F | G.

a.F =a.F.

S

E e F satisfazem a mesma equacdo X ~ E(X), onde as ocorréncias de X em FE sdo todas guardadas e sequenciais.

Exercicio 21

Demonstre os lemas 14 e 15.
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Exercicio 22

Apesar de os sistemas concorrentes lidarem geralmente com processos perpétuos, em determinados casos é necessario considerar
igualmente processos que realizam todas as suas tarefas e terminam com sucesso. Considere uma classe T' de processos ditos ter-
mindveis que para indicar o termo da sua execugao realizam uma acgéo observével especial {, apds o que evoluem necessariamente

para 0.

Na classe T é possivel definir um operador de composicao sequencial, que representamos por P ; Q, cujo significado intuitivo é:
apds P terminar o processo composto comporta-se como Q. Formalmente,

P;Q £ new({m/t}P|m-Q)m

sendo m um identificador de ac¢do que ndo ocorre nem em P nem em Q.

1. Defina um processo U € T tal que U ; P ~ P. Justifique a sua definicdo.
2. Mostre ou refute que, para P,Q, R € T, se tem
(P+Q);R = (P3R) + (Q;R)

3. Sendo a composi¢do sequencial em 7" um caso particular da composicdo paralela, a lei anterior poderia parecer um caso

particular da igualdade
(P+Q)|R = (P|R)+ (Q|R)

No entanto esta igualdade ¢, em geral, falsa. Comprove esta afirmagéo fornecendo um contra-exemplo adequado.

Exercicio 23

Considere a seguinte especificacdo, na linguagem de processos que estudou, da nogdo de pipe suportada no sistema UNIX:

UV 2 new {c} ({c/out}U | {c/in}V)

assumindo que, em ambos 0s processos, as acgdes out e in representam, respectivamente, as portas de saida e entrada.

1. Considere, agora, os seguintes processos, s6 parcialmente definidos:
U; out. T
i in.R

Us = out.out.out.T
Va

> 1> >

1>

m.an.an. R
Prove, indicando sempre as leis que utilizou, ou refute as seguintes proposigdes:
(@ UipVi ~ T>R
b) VoV = U1>WV;
2. Mostre ou refute a associatividade do operador [> relativamente a igualdade entre processos, i.e., para todoo P, T,V € P,

U>V)>T = U (ViT)

3. Mostreque0[>0 = 0.

Exercicio 24

Seja R uma bissimulacéo (observacional). Diga, justificando sucintamente, quais das afirmagées seguintes pode concluir desse

facto:

1. Se(E,F) € Rentio E~x F.
2. Se E~ Fentdo (E, F) € R.

3. R éuma relagdo transitiva.
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4. A composicdo de R consigo prépria forma uma bissimulagdo estrita.

Exercicio 25

Considere um operador O, cuja semantica operacional é dada pela regra seguinte:

E-X E E-% FE

— - - - paran >0
OOE—’E OnE— On—1 E

Indique sucintamente o seu proposito.
Discuta para que valores de m e n se poderd ter On (Om E) ~ On E.
Mostre que E ~ F implica On E~ On F.

Mostre, recorrendo a um contra exemplo, que a implicagdo da alinea anterior deixa de verificar-se se se substituir ~ por ~.

SRS

Como modificaria a seméntica operacional deste novo operador para que a implicagdo referida se verificasse, i.e., B ~
F = OnExOn F?

Exercicio 26

Recorde o problema da Rede de Téxis discutido nas aulas teérico-préticas associadas a Ligdo 3 deste curso. Considere a seguinte

i AT

especificacdo do seu comportamento tal como o “vé” o utente:

Rede(I) £ Vts(I) | Atende
Atende £ tel.Atende
Vis(I) £ |ics V(i)

V(i) £ inicio;.fim;.V (i)

onde o pardmetro I designa um conjunto finito de identificadores de viaturas, a acgdo tel modela o atendimento telefénico de um
pedido de servico e, por fim, as acgdes inicio; e fim; modelam, respectivamente, o inicio e o termo de um servico prestado pela
viatura i.

Suponha, agora, que numa cidade existem 3 redes de tédxis, cada uma delas respeitando a especificacdo acima. O comportamento
conjunto das 3 redes é dado por

RedeTotal £ Rede(I}) | Rede(I2) | Rede(13)

onde Iy, I> e I3 designa o conjunto de viaturas ligadas a rede 1, 2 e 3, respectivamente.

1. Verifique a validade da transigdo RedeTotal <, RedeTotal
2. Esboce o diagrama de sincronizagdo do processo RedeTotal

3. Discuta a validade da seguinte equacao:
Atende | Atende = Atende

4. Foi observado que para uma escolha apropriada de J se teria
RedeTotal = Rede(J)
Discuta a validade dessa proposta, indicando, caso exista, o valor J que torna veradeira a igualdade acima.

5. O resultado discutido na alinea 3. ndo é, como sabe, generalizavel, i.e., a composigao paralela de processos nao é idempo-
tente. D& um exemplo de um processo P tal que P # (P | P).

Exercicio 27

onsidere o operador seguinte definido operacionalmente pela regra
E-XFE

mse x;éa7x;é6
a —
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Indique sucinta mas claramente o seu proposito.
Prove, por construgdo de uma bissimulacdo, que se P ~ Q entdo P \\q ~ Q \\a.
Defina dois processos E e F' tais que E ~ F mas E \\q # F \\a.

L e

Recorrendo a defini¢do de igualdade de processos, mostre ou refute que se P = Q entdo P \\o = Q \\a.

Exercicio 28

Considere um novo operador entre processos, dito duplicador de ac¢des, e definido pela seguinte regra de inferéncia:
E-%FE
OFE) S E
Note que a derivada que surge na concluséo da regra é E e ndo E'. Por exemplo, (9 (a.0) — a.0. Prove ou refute que:
1. E ~ Fimplica O (E)~ O (F).

2. E= Fimplica O (E)~ O (F).
3. O(E+ F)~ O (E)+ O (F).
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