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Sumario

O objectivo desta Ligdo é introduzir a nogio de sistema de transicido como modelo para a descrigdo de sisteams
reactivos, assim como as nogdes associadas de simulagio e bissimulagdo que formam a base para o desenvolvimento
de um cdlculo para este tipo de sistemas.

Antes, porém, é percorrido um caminho relativamente longo de motivagdo onde o aluno é convidado a revisitar
dois exemplos de modelos de sistemas reactivos que encontrou em pontos anteriores do seu curso: as fungdes sobre
estruturas de dados infinitas e os autématos. Esses exemplos desempenham duas fungoes: por um lado contribuem
para a identificagdo de alguns elementos chave na caracterizagio matemdtica de um sistema reactivo, por outro
exemplificam um roteiro de trabalho. Roteiro que inclui a procura de modelos formais adequados, de notagdes
apropriadas para os descrever e de cdlculos para sobre eles raciocinar. Apenas o primeiro aspecto é tratado nesta
Ligdo. Os dois tiltimos ocupardo, de certa forma, o resto do curso.
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1 Interacao, Observacao e Comportamento

Um sistema é observével sempre que (e s6 quando) interage com outros sistemas identificados como o
seu ambiente. Donde a identificagdo

observagdo = interaccdo

Por exemplo, a interagdo de uma fungio f : O «— I com o seu ambiente ocorre em dois momentos bem
identificados: o da invocagdo e o da disponibilizagio do resultado. O comportamento da fungdo, muitas vezes
sugestivamente designado por comportamento ‘entrada-saida’, é precisamente o conjunto formado pelos
pares dessas observagdes, um por cada argumento possivel.

O objecto de estudo deste curso, no entanto, e conforme discutido na Lig¢do anterior, sdo sistemas que
interagem com o seu ambiente a0 longo de toda a computagdo, e ndo apenas no inicio e no final desta.
Nesta Li¢do vamos procurar definir um modelo para esse tipo de sistemas, que permita abstrair a estru-
tura que lhes é comum e estuda-los como um objecto matematico.

Comecemos, para isso, com a pergunta ébvia: que modelos conhecemos ji para sistemas deste tipo?

O conceito de fungio, detalhadamente estudado na disciplina de Calculo de Programas, parece desa-
dequado: o modelo de interacdo subjacente é one-step. No entanto, o que se passa com as fungdes que
manipulam estruturas infinitas? Consideremos, por exemplo a fun¢ao merge : A* «— A¥ x A“ que
faz a combinacgdo de duas streams. De um ponto de vista denotacional trata-se de uma fungdo como
as outras: é invocada e produz um resultado. No entanto, esses dois pontos de intera¢do (a ‘entrada’



e a 'salda’) tém uma duragdo indefinida precisamente porque os valores em jogo ndo séo finitos. To-
dos sabemos que na pratica este problema é ultrapassado por recurso a mecanismos de avaliagdo que
permitem decompor estas interagdes em sequéncias (infinitas) de interagdes mais elementares. No caso
concreto sdo lidos os valores a cabeca das streams, utilizados para produzir a cabega do resultado, ite-
rando o processo, de seguida, sobre o resto das streams argumento. A avaliagdo de merge remete, pois,
para um processo de interagdo continuada.

Um outro modelo deste tipo de interacgdo foi estudado na disciplina de Processamento de Lingua-
gens, associado ao problema do reconhecimento de linguagens. Trata-se da nogdo de autémato. Aqui a
interacgdo € a aceitagdo de um simbolo terminal na frase em reconhecimento, simbolos esses que cons-
tituem a matéria das observagdes possiveis. Vamos, de seguida, rever alguns elementos bésicos destes
dois exemplos e ver até onde nos podem levar.

Caso 1: Fungdes sobre streams

A fun¢do merge acima referida manipula streams, i.e., sequéncias infinitas de valores, que designa-
mos por A¥. O que é tipico deste tipo de dados é a impossibilidade de construgdo: ao contrario das
sequéncias finitas, das arvores bindrias ou de qualquer tipo indutivo, as streams ndo sdo especificadas
por um conjunto de construtores mas por um conjunto de observadores. Tudo o que podemos fazer sobre
um valor do tipo A¥ é decompo-lo no resultado das duas observagdes elementares que sobre ele pode-
mos realizar: a identificagdo da cabeca e a da cauda. As observagdes podem ser feitas simulteamente e,
por isso, os dois observadores referidos — hd e tl — sdo compostos por um split:

(hd,tl) : A x A¥ — A )

Por analogia com o caso bem conhecido dos tipos indutivos estudados em Célculo de Programas dize-
mos:

¢ A fungdo (hd, tl) é a estrutura de observacio do tipo de dados infinito A%.

o A forma dessa observagdo é dada pelo functor T : A x X «— X para o qual a funcdo (hd,tl) é uma

coalgebra. O conjunto A* é o portador dessa coalgebra.

Notal [Coalgebras]

No caso geral, o funtor pode ser visto como uma lente que se aplica sobre o sistema que se quer observar.

oculos: O~O

(functor)

estrutura de observagio: O~Q sistema R sistema
(coalgebra)

Diferentes tipos de lentes potenciam diferentes tipos de observagdes: As lentes podem ser constantes, caso em que o espago de
observagoes associado é finito e, portanto, desinteressante para esta discussdo, como em

e ‘opacas O~O X =1
e black & white: O~0O X = B
e coloridas: O~O X = N



ou 'recursivas’, no sentido em que parte do sistema é retornada como componente da observagao, originando espacos de observagoes
infinitos. Por exemplo,

o lentes parciais: ‘aborta ou prossegue’: O~O X = X +1
o lentes que identificam atributos: ‘cabeca & cauda’s O~O X = Ax X
o lentes em que essa identificacdo é ndo deterministica: O~ X = PAx X

Uma outra estrutura de observagao sobre um conjunto portador arbitrario U, por exemplo
p = (at,m): AxU—U (2)

define uma nova coalgebra para T. Coalgebras do mesmo tipo podem ser relacionadas através de
funcoes entre os respectivos portadores que preservam a estrutura. Le.,

(at,m)
U——=AxU

hl lidxh
v (at’,m’)

AxV

ou, equacionalmente,
at=at'-h e h-m=m'-h 3)

¢ O comportamento de (at, m), a partir de um valor inicial u, é dado por observagdes sucessivas:
[p] v = <atwu, at (mw), at (m (mw)),...> (4)
originando uma sequéncia infinita de valores de A4, i.e., um elemento de A“.

e De facto a coalgebra em (1) tem um estatuto muito particular: o seu portador é o conjunto de todos
os comportamentos (i.e., estruturas de observagdes) possiveis para T-coalgebras. Tal coalgebra é dita
final e caracterizada pela seguinte propriedade universal: a partir de qualquer outra T-coalgebra p
existe um tinico morfismo [(p)| tal que o seguinte diagrama comuta:

AY —Ts A x A

(r) T TT[(p)]

p

U——TU

onde wr = (hd, l). Dai a classificagdo de A como um tipo coindutivo. Em Calculo de Programas
esta propriedade é expressa pela bem conhecida lei universal dos anamorfismos:

k=[p] & wr-k=Thk-p 5)

de onde se deduz o habitual tool-kit:

cancelamento  wr-[p)] = T[p)]-p (6)
reflexdo  [wr)] = id,, 7)
fusio [p]-h = [q] if p-h =Th-q ®)

Exercicio 1

Recorde o célculo de tipos indutivos que estudou anteriormente e explicite o seu paralelo com os conceitos aqui revistos: cf.,
construtores, dlgebra, dlgebra inicial, catamorfismo, etc.

A modelacéo e o calculo de fungGes sobre streams (ou, mais genericamente, sobre qualquer tipo coindu-
tivo) é baseada na equivaléncia subjacente a propriedade (5) [BM97]. A implicacdo da esquerda para a
direita oferece um principio de modelagio (ou definigio):



O sistema é modelado através da especificacdo do seu comportamento sob todos os observadores.

o que é feito, de novo por dualidade com o caso indutivo, por especificagdo do patriménio genético da
fungdo. Por exemplo, o gene de uma fungdo gen que a partir de um valor do tipo A gera uma stream que
repete indefinidamente esse valor é a fun¢do diagonal A= (id, id). Assim,

Ao P4 g ©)
ge”T Tidxgen
A—L>Ax A
gen £ [(a) (10)

Alguma ‘massagem’ na equagdo que traduz a comutatividade do diagrama (9), torna bem claro o
principio de modelagio referido acima:

(id x gen)- A = (hd,tl) - gen
{ A definicao }
(id x gen) - (id,id) = (hd,tl) - gen

{ X absorgéo e fusdo }

(id,gen) = (hd - gen,tl - gen)

{ igualdade estrutural }

hd-gen=id A tl-gen=gen

{ introduzindo varidveis }

hd (gena) =a A tl(gena)=gena

Exercicio 2

Considere as seguintes defini¢des das fungdes merge, acima referida, e twist : A¥ «—— A x A:
merge £ [((hd - 71,5 - (tl x id)))
twist £ [((71,8))

Explique o seu propésito, trace os diagramas correspondentes e reescreva-as numa versdo com varidveis, codificando-as em
HASKELL.

Por outro lado, e votando a propriedade (5), recorde-se que a implicagdo da direita para a esquerda
fornece um principio de prova, dito de coinducio. Como habitualmente, as propriedades universais
aplicam-se regra geral através de uma lei de fusio — neste caso a equagdo (8). Mostremos, por exem-
plo, que

merge (a“,b*) = (ab)* (11)

que, na notagao pointfree usada em Célculo de Programas, se escreve

merge - (gen x gen) = twist (12)



Temos, entdo,

merge - (gen x gen) = twist
= { merge definigéo}

((hd 71,5+ (e x i) )] - (gen x gen) = ((m1,S))
<~ { fusﬁo}

(hd - 71,5 - (tl x id)) - (gen x gen) = id x (gen X gen) - (m1,S)
= { x absorgdo and reflexdo }

(hd - gen - 1,5 - ((tl - gen) x gen)) = id x (gen x gen) - (71, S)
= {tl~gen:genehd~gen:id}

(m1,s - (gen x gen)) = id x (gen X gen) - (m1,8)
= { X absorcao }

(m1,S - (gen x gen)) = (my,(gen x gen) - S)
= { sénatural,ie, (f xg)-s=s-(gx f) }

(m1,S - (gen x gen)) = (m1,S- (gen X gen))

]Caso 2: Aut(’)matos\

Defini¢do 1 Um autémato (ver, por exemplo, [HU79, How91]) A sobre um ‘alfabeto” ¥ é um tuplo A =
(S, 80, F,T), onde S = {so, s1, S2, ...} € um conjunto de estados no qual se identifica um estado inicial so € S e
um subconjunto de estados finais F* C S. A dindmica do autémato é dada pela relagio de transicio T C S x X x S.

Por convencgédo T' é geralmente escrita como uma familia >-indexada de rela¢des bindrias sobre S:

s s = (s,a,8)eT (13)
Recorde-se, ainda, que um autémato A é classificado como

e Finito, se S finito.

e Com imagem finita, se os estados acessiveis por um mesmo simbolo a partir de cada estado do
autémato formam um conjunto finito.

e Deterministico, se a relagdo T é simples, i.e., se para cada par (s, a) hd no méximo uma transigdo

a /
S —— S

comportamento de um autémato = linguagem aceite ‘

Uma linguagem ndo é mais que um conjunto de sequéncias de simbolos em Y. Conforme estudado
anteriormente, autématos finitos, deterministicos ou ndo, reconhecem a mesma classe de linguagens,
ditas requlares, i.e., linguagens geradas por aplicagdo das operagdes:

e Li+Ly 2 LiULy (reunido)

e Ly-Ly = {st|s€Ly,t€ Ly} (concatenacio)

e L 2 {¢}ULU(L-L)U(L-L-L)U... (iteragao)



Em Processamento de Linguagens foi, também, estudado uma notagdo para especificar este tipo de
linguagens: as expressdes regulares sobre ¥, geradas pela seguintes gramadtica

E 2= ¢€¢|a| E+E | EE | E*
onde a € 3.

Cada construtor de expressoes regulares € interpretado como uma operagao nas linguagens sobre 3. Em
particular, + ¢é interpretado como a unido de linguagens, a justaposi¢cdo como concatenagdo, a estrela
como iteragdo, enquanto a cada simbolo em ¥ e a € corresponde o respectivo conjunto singular com a
sequéncia unitdria formada por esse simbolo. Por exemplo a linguagem {a, bc} pode ser especificada
pela expressao regular a + be. Similarmente as expressdes regulares (a + b)c e ac + bc especificam a
liguagem {ac, be}.

Com base nesta interpretagdo é possivel encontrar um conjunto de leis equacionais entre este tipo de
expressoes, que permitem compara-las e transformar umas nas outras. lLe., é possivel definir uma dlgebra de
expressoes regulares. Por exemplo,

(E1+ E;)+ Es = E1+ (Es + E3) (14)
(Ev+ Eo)Es = Ey Es+ Ey Es (15)
By (Ex Ey)" = (B Ep)" Ey (16)

Dispomos, ainda, de um processo de resolucado de equagdes sobre expressdes regulares. Trata-se da Regra
de Arden que estabelece X = S*T como solugdo da equagao

X =(5X)+T (17)

Solucdo é tnicase e ¢ S.

Reflexdo

Revimos dois exemplos de sistemas reactivos, i.e., que asseguram uma interac¢do continuada com o
exterior, a partir de material discutido em disciplinas prévias do curso. Em ambos os casos procuramos
identificar as nog¢des aplicdveis de observagio e comportamento. Preocupamo-nos, também, por dispor de
uma notagdo para para os modelar e de um cdlculo para sobre eles raciocinar.

No caso geral, porém, os sistemas reactivos ndo se restringem as fung¢des sobre estruturas de dados
infinitas nem aos autématos usados no reconhecimento de linguagens. De facto,

e Muitos sistemas reactivos apresentam capacidades multiplas de interac¢do com o ambiente: exis-
tem vdrias portas de ‘entrada’ e ‘saida’, e ndo apenas duas como caso das fun¢des (mesmo das
fungoes sobre streams ...). Além disso, uma mesma entrada numa mesma porta pode ndo conduzir
sempre a mesma reacgao.

¢ A maior parte dos sistemas reactivos que nos sdo tecnologicamente familiares (por exemplo, 0s sis-
temas operativos ou a internet) nunca terminam a sua computacdo. Ao contrarios dos autématos,
ndo exsitem, em geral, estados finais.

e Em todo o caso, serd sempre necessdrio distinguir entre terminacdo e situagdes anémalas (por
exemplo, deadlock).

e No caso geral, 0 ndo determinismo tem de ser tomado a sério, enquanto, como é sabido, para
cada autémato finito ndo deterministico existe um autématos deterministico com igual compor-
tamento (i.e., que reconhece a mesma liguagem regular). Esta nocdo de equivaléncia baseada no
reconhecimento da mesma linguagem é cega para o ndo determinismo.



Precisamos, pois, de um modelo mais geral para os sistermas reactivos. Para ser ttil, contudo, ele deverd,
tal como os casos particulares aqui revistos,

o Captar as situa¢des/fenémonos reais que classificamos como sistemas reactivos.

e Oferecer nogdes precisas de observagdo (interacgdo) e comportamento.

o Ter associada uma notagdo para podermos construir os modelos que os descrevem.

o Ter subjacente um cilculo, associado a nog¢des de equivaléncia apropriadas, para podermos estabe-
lecer e verificar as suas propriedades e transformar os seus modelos.

2 Sistemas de Transicao

’ Caracteriza¢do Relacional ‘

Definigdo 2 Um sistema de transicdo etiquetado, que abreviaremos por lte, sobre um conjunto de nomes N é
um par (S,T) onde
o S ={sg, 1,52, ...} é um conjunto de estados,

e e T C S xN x 8 uma relagio de transi¢io, geralmente apresentada como uma familia N'-indexada de
relacdes bindrias
s s = (s,a,8) €T (18)

A definicdo de Ite relaxa a dada na Definicdo (1), eliminando a componente de estados inicial e finais.

Assim, uma nogdo de morfismo entre estes sistemas deverd apenas respeitar a estrutura remanescente,
em particular a relagdo de transicao.

Defini¢do 3 Um morfismo entre dois sistemas de transigio etiquetados sobre N, (S, T) e (S’,T"), é uma fungio
h : S" —— S entre os respectivos espagos de estados tal que

s—s = hs-hs (19)

A intuigdo subjacente a (19) é de que um morfismo deve preservar as transi¢oes.

Caracterizacao Coalgébrica

E bem conhecido o isomorfismo entre relagdes binarias e fung¢des para o conjunto poténcia, sob o qual a
relacdo de transi¢do T na definigdo 2 se pode escrever como uma fungao

next : PS «— S x N (20)

que a cada par (estado, etiqueta) faz corresponder o conjunto de estados para os quais o sistema pode
transitar — daf o seu nome.

Note-se que, por currying, a fungdo next pode ser escrita como uma coalgebra
next : (PSYN «— § (21)

para o functor TX = (PX)V



Como vimos na discussdo das fungdes sobre streams, a nogdo de coalgebra, que em Calculo de Pro-
gramas desempenhava um papel essencialmente técnico na anélise e codificacdo de funcdes recursi-
vas (como uma das componentes dos hilomorfismos), tem, de facto, um alcance muito mais vasto.
De uma forma geral, coalgebras sdo modelos abstractos de estruturas de transi¢do genéricas, capta-
das por observagdes, do mesmo modo que a nogdo dual, e mais familiar, de dlgebra, modela processos
de construgéo.

Podemos, assim, chegar a uma definigdo alternativa de Ite:

Defini¢do 4 Um sistema de transicdes etiquetado sobre um conjunto de nomes N é um par (S, next) onde
S = {so, $1, 82, ...} é um conjunto de estados e next : PS «—— S x N é uma fungdo de transicio de estados.

A nocao correspondente de morfismo é, de novo, pedida de empréstimo a teoria das coalgebras [Rut00]:

Definicao 5 Um morfismo h : (S’, next’) «— (S, next) é uma fungio h : S’ «—— S entre os respectivos espagos
de estados tal que o seguinte diagrama comuta

S x N next ’PS
hxidl lph
S N next’ P/
ie.,
Ph-next = next' - (h x id) (22)
Introduzindo varidveis, a equagdo (22) vem
{hz| z € next (s,a)} = next' (hs,a)
Mais interessante é, contudo, reparar nas consequéncias desta definicdo de morfismo em termos da

dindmica das transi¢oes:

Lema 1 Um morfismo entre sistemas de transigdo definido pela equagio (22) preserva e reflecte as transigoes do
sistema original, i.e.,

s € next (s,a) = h s’ € next’ (h s,a) preservagio (23)
' € next’ (h's,a) = 3y cnext (s,a) - 7 = h s’ reflexdo (24)

Prova. Exercicio 1
O

Comparando estas duas caracteriza¢des dos sistemas de transigdo, concluimos que

e Ao nivel das estruturas coincidem:
(s,a,s'y €T = s €next (s, a) (25)

e Ao nivel dos morfismos a defini¢do relacional é mais geral, i.e., relaxada, correspondendo, no lado
coalgébrico, a inequacgao:
Ph-next C next’ - (h x id) (26)

Em qualquer caso a questdo que, de um ponto de vista de engenharia, nos interessa é saber

Como operacionalizar a no¢do de morfismo para comparar sistemas de transi¢ao? ‘

Ora qualquer comparagio tem subjacente uma pre-ordem, o que nos conduz as nogdes de simulagio e
bissimulagdo.



3 Simulacao e Bissimulacao

A nocdo de simulagdo, que constitui o instrumento bdsico para comparacdo de sistemas de transicdo,
é uma relacgdo entre estados que capta a capacidade de um deles acompanhar a evolugdo do sistema a
partir do outro, oferecendo em cada passo as mesmas capacidades de interac¢do. I.e., dados dois estados
p e g (de um mesmo ou de dois diferentes sistemas de transicao), ¢ simula p se toda a transi¢do a partir
do tltimo é correspondida por uma transigdo a partir do primeiro e, adicionalmente, essa capacidade é
mantida ao longo de toda a evolugdo do(s) sistema(s)!

Defini¢do 6 Dados dois sistemas de transicio (S1,T) e (Sa, To) sobre N, uma relagiio bindria R C Sy x So é
uma simulagdo sse, sempre que (p,q) € Rea € N,

p—=p = 3gp.qa——qd AN{P,d)ER (27)
Graficamente,
P R 9 = q
P’ P Rq

Dizemos que p é simulado por g, e escrevemos p < g, se existir uma simulagdo R tal que (p,q) € R.

00 Spo por {(qo,po), (q1,p1), (g4, p1), (g2, P2), (43, P3) }

Lema 2 A relagio de similaridade é uma pré-ordem (i.e., reflexiva e transitiva)
Prova. A prova da reflexividade é trivial. Para a transitividade, considere-se

(z,y) € S R N o 2 1

{ defini¢do de composigdo relacional }
3. (z,2)ESA{z, ) ER A v -4
= { Se R sdo simulagdes }

3. (z,2) € SA(z,y) ER A
3. (252 A )YeS) A
3y (y—y A Y)ER)
= { definicdo de composicdo relacional }

y—y A y)eS-R

IFormalmente, diremos que essa capacidade é fechada para a relagdo de transigdo do sistema ao qual p pertence.



O
Defini¢ao 7 Dados dois sistemas de transigdo (S1,Ty1) e (Sa,Ts) sobre N, uma relagio bindria R C S; X Sy é

uma bissimulagdo sse, R e a sua conversa, R°, forem simulagdes. Le., sse sempre que (p,q) € Rea € N,

p—p=3y. ¢ NWP.d)ER (28)
g—q¢=3y.p->p AN@.,{)ER (29)

Dizemos que dois estados p e q sio bissimilares, escrevendo p ~ q se existir uma bissimula¢do R fal que
(p.q) € R.

Atencao: a relacdo de bissimilaridade ndo é, como se poderia esperar, o fecho simétrico da similaridade.
Por exemplo, no diagrama seguinte é facil concluir que

g0 SPos Po S o mas po o qo

q0 Po ——= P1 —b>p3

Q2*b>Q3

As defini¢oes de < e ~ tém implicito um principio de prova, dito coindutivo, que serd de extrema utili-
dade neste curso:

’ Para mostrar que p ~ ¢ (resp., p < q) é suficiente exibir uma bis(simulagdo) contendo (p, g). ‘

Dito de outro modo, a relagdo de similaridade (resp., bissimilaridade) é a maior das simulagdes (resp.,
bissimulagdes) sobre o(s) sistema(s) de transi¢do considerado(s). Le.,

<2 U{S| Séumasimulagio} e ~2 U{S | S é uma bissimulagdo} (30)

Nota2 [O Teorema de Knaster-Tarski]

Estas relagdes podem ainda ser caracterizadas como maiores pontos fixos no recticulado das rela¢des bindrias sobre o espaco
de estados relevante. Por exemplo, ~ é o maior ponto fixo da fungao

2p= 3,.q¢-5¢ A @,¢)ER
F(R) (p.g) = {p P ¢ 424 N hD) (31)

a-5qd = 3Fy.p-Sp A@.d)ER

Como F é mondtona, o resultado decorre do teorema de Knaster-Tarski, estudado em Matematica Discreta. Como recorda, trata-se
um resultado cléssico sobre a existéncia depontos fixos de fun¢des mondtonas em recticulados completos, publicado originalmente
em [Tar55], que a seguir se reproduz chamando a atencéo para a elegancia da prova.

Teorema 3.1 Seja (U, ) um recticulado completoe f : U «— U uma fungio monétona, i.e., tal que se x T y, entdo f(x) C f(y). Entdo

m =[Nz e Ul /(=) C o}
M =| |z e U|2C f(a)}

constituem, respectivamente, o menor e o maior ponto fixo de f.
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Prova. Comecemos por provar que m é o menor ponto fixo de f. Seja X = {« € U| f(z) C z} e tomemos um
qualquer z € X. Claramente, m C z e, sendo f monétona, f(m) C f(x). Por outro lado f(z) C z, uma vez que
z € X. Logo podemos concluir que, para todo oz € X, f(m) C . Isto significa que m é o menor pré-ponto fixo de
f. Em particular f(m) C m, o que, de novo pela monotonia de f, noslevaa f(f(m)) C f(m). Daqui concluimos
que f(m) € X e, portanto, m C f(m). Mas entdo, f(m) = m como queriamos. A segunda parte do teorema decorre
desta: basta notar que se f € monétona em (U, C), entdo é ainda monétona no recticulado completo (U, J) formado
pela ordem inversa. Se M é o menor ponto fixo de f em (U, J), serd o maior ponto fixo da mesma fun¢do f em
(U,0).

Lema 3

1. A relacdo identidade id é uma bissimulacio

2. A relacio vazia 1 é uma bissimulagio.

3. O converso R° de uma bissimulagdo é-o igualmente

4. A composta S - R de duas bissimulagbes S e R é ainda uma bissimulagdo.

5. A unido | J;c; R; de uma familia de bissimulagoes { R;| i € I }é uma bissimulagdo.
Prova. Verifiquemos a afirmacao 3. Para as restantes ver exercicio 5.

(y,z) € S° ANy -y

{ definicdo de relagdo conversa }

(wy)eS Ny —y
= { S ébissimulagdo }

3.z -5 A y)es

{ definicdo de relacdo conversa }
Jo. x-S0’ A2y e S°

A prova completa-se por um célculo andlogo que se inicia pela hipétese (y, z) € S° A = —% 2.

Lema 4 A relagdo de bissimilaridade é uma relagdo de equivaléncia.
Prova.
e p~ g porque a identidade é bissimulagdo (lema 3).

® p~ qseq~ pporque o converso da bissimulagdo que testemunha ¢ ~ p é ainda uma bissimulagdo (de novo
pelo lema 3).

e p~rSsepn~ geq~ rporque o par (p,r) pertence a composicdo das bisimula¢des que testemunham p ~ g e
g ~ r, composta essa que, ainda pelo 3, é ela prépria uma bissimulagéo.

O

Lema 5 O conjunto de todas as bissimulagdes entre dois sistemas de transicio forma um reticulado completo,
ordenado pela inclusdo, cujo topo é a relagdo de bissimilaridade ~.

Prova. Exercicio 6
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Reflexdo

Nesta ligdo introduzimos a nogédo de sisterna de transigdo etiquetado como um modelo para os sistemas reac-
tivos. Discutimos e caracterizamos as nog¢des de morfismo, simulagio e bisimulagio a partir de dois pontos
de vista: o da interpretagdo relacional e o da coalgébrica. Esta tltima faz a ponte com os tipos coindutivos
[GHO5], e, a partir destes, com os tipos indutivos e o método da programacao funcional [BM97] anteri-
ormente estudado em Calculo de Programas. E, também, base para a modelacdo de sistemas reactivos
genéricos, por alteragdo do functor que fixa a forma da coalgebra, i.e., a assinatura dos observadores
[JR97, Rut00]. Ndo prosseguiremos, porém, aqui nesse caminho.

Questoes

¢ Se temos um modelo semantico para os sistemas reactivos, com que linguagem os vamos descrever?

e Como estabelecer e provar as suas propriedades?
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A Exercicios

Exercicio 1

Conforme estudou, um sistema de transigio etiquetado sobre um conjunto de acgdes N pode ser definido por uma func¢do
next: PS «— S x N

onde S designa o conjunto de estados. Desta forma a notagio p —— p’, vulgarmente usada para representar uma transi¢ao de
estados, é definida por

p-2p = p €next(p,a)
Recorde, ainda, que um morfismo entre sistemas de transigdo assim representados é uma funcao h entre os respectivos espacos
de estados tal que o seguinte diagrama comuta:

next

SXN ——PS

next’

S’ X N ——=Pps’

1. Prove o lema 1, mostrando que um morfismo assim definido preserva e reflecte as transigoes do sistema original.

s

2. Confirme ou refute a seguinte afirmacao: a existéncia de um morfismo h entre os sistemas representados pelas fungdoes next e next
é suficiente para mostrar que o primeiro é uma simulagio do segundo.

3. Confirme ou refute a seguinte afirmagéo: dois estados u e v pertencentes ao espago de estados dos sistemas representados pelas
fungdes nexte next’, respectivamente, e tais que u = h(v), sendo h um morfismo conforme definicio acima, sio bisimilares.

Exercicio 2

Dados dois sistemas de transigdo (S1,Ti1) e (S2,T2) sobre N, diz-se que dois estados p e q s&o mutuamente similares sse

p=q=pIJqAhqgSp

1. Mostre que = é uma relagdo de equivaléncia.

2. Compare esta relagdo com a relagdo de bissimilaridade ~ e com a nogdo canénica de equivaléncia entre autématos.

Exercicio 3

Um simulagdo é trivial se é vazia ou composta apenas por pares triviais (i.e., pares de estados a partir dos quais ndo existem
transi¢des) ou, ainda, se contém pelo menos um par trivial que néo é acessivel a partir de pelo menos um par néo trivial contido
em S. No sistema de transigao seguinte

{(1,2,2),(1,2,3),(4,2,5),(6,2,7), (6,z,8), (6,2,9)}

indique os pares triviais e enumere todas as simulagées néo triviais que podem nele ser definidas.

Exercicio 4

Considere o sistema de transigdo caracterizado pela relagdo seguintes:
{(1,a,2),(1,a,3),(2,a,3),(2,5,1),(3,a,3), (3,6, 1), (4, a,5), (5,a,5), (5,,6), (6,4,5), (7, a,8), (8, a,8), (8,0, ) }

Mostre ou refute a afirmacdo 1 ~ 4 ~ 6 ~ 7.

Exercicio 5
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Complete a prova do lema 3.

Exercicio 6

Prove o lema 5.

Exercicio 7

Como estudou, as defini¢des de morfismo entre sistemas de transigdo sdo distintas conforme se adopta a caracterizacao relacional
classica ou a coalgébrica. Recordando essas defini¢des, mostre que

1. O grafo de um morfismo entre sistemas de transi¢do na caracterizacéo relacional é uma simulagao

2. O grafo de um morfismo entre sistemas de transi¢do na caracterizagdo coalgébrica é uma bissimulagdo
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