Métodos de Verificacao Tableaux

Método de Tableaux

Na construcao de derivagdes no sistema de calculo de sequentes:

@ Na aplicacido de cada regra, sé a manipulacio referente a formula
principal € informativa.

@ A copia dos contextos revela-se assim uma actividade
burocratica: destina-se a propagar informacao ao longo da arvore.

@ Na mecanizacao do processo de construcido de derivagoes, é
conveniente “destilar a sua esséncia”.

@ O método Tableaux pode ser explicado como constituindo essa
esséncia na construgado de derivacdes em célculo de sequentes.
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Método de Tableaux

Método de Tableaux:

@ O objectivo do método é o de construir uma arvore que
corresponda a estrutura da derivacdo de um dado sequente no
calculo de sequentes.

@ Cada no da arvore é etiquetado com formulas prefixadas com um
sinal (+ ou —). Férmulas positivas correspondem a férmulas que
ocorrem no lado direito dos sequentes, formulas negativas
correspondem as do lado esquerdo.

@ A arvore inicial contém um unico né com as férmulas do sequente
que se pretende validar.

@ A arvore é expandida até que a validade seja estabelecida ou se
atingir um ponto onde n&o seja possivel prosseguir com o
processo de expansao.
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Métodos de Verificacao Tableaux

Expanséao da arvore

@ O processo de construcdo da arvore segue regras que capturam
o tratamento dado a formula principal em cada uma das regras
correspondentes no calculo de sequentes.

@ Os caminhos de um Tableaux sdo sequéncias de nés da raiz até
as folhas.

@ Um caminho diz-se fechado quando contém nos +P e —P (para
uma dada férmula P). Os caminhos fechados correspondem a
percursos da derivacao fechados com a regra Axioma. Vamos
assinalar os caminhos fechados com o simbolo ®.

@ O processo de construgcao da arvore conclui-se quando todas as
formulas ndo atdbmicas tiverem sido decompostas pelas regras.

@ Se, uma vez concluido o processo de construcdo da arvore, todos
os caminhos forem fechados, o sequente original é valido.

@ Caso contrario, o sequente é refutavel. Cada caminho nao
fechado da origem a um modelo que refuta o sequente: o
conjunto de todas as féormulas atomicas positivas do caminho.
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Regras de Construcao

@ Regras o (disjuntivas): correspondem as regras do calculo de
sequentes com duas premissas. Estas regras bifurcam a arvore
de derivagao.

(0 (0% (0%
+HXAY) | +X | +Y
—(XVY) | -X|-Y
—X=Y)| +X | -Y

@ Regras 3 (conjuntivas): correspondem as regras com uma unica
premissa. Estas regras ndo bifurcam a arvore (mas podem dar
origem a mais do que uma férmula)

B B1, B2
“XAY) | =X, —Y
+XVY) | +X,+Y
HX=Y)| =X, +Y

+(=X) —X
—(=X) +X
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Exemplo de construcao de um Tableaux

@ Pretende-se verificar a formula (((p = q) = p) = p):

+(((p:>cn‘:»p):»p) 4
—((p=q)=p) v
+p

RS

+(p=9q9) v -—-p

| ®
—p
+4q
02y
@ Como todos os caminhos sao fechados, a férmula € uma

tautologia.
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Outro Exemplo

@ Verificar a férmula (pVv g = p A q):

+(pvVg=pArQq) v
|
—(pvaQq) v
+(pAQ) vV

—p —q
/\ /\
+p +gqg +p +p
® NF  NF ®
@ Como nem todos os caminhos sao fechados, a formula é

refutavel.

@ Dos caminhos nao fechados podemos extrair modelos que
refutam a formula — neste caso temos os modelos {q} e {p}.
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Formas Normais e Clausais

E normalmente vantajoso estabelecer a validade de férmulas légicas
em dois passos:

@ Transformando a férmula dada numa semanticamente
equivalente e pertencente a uma classe sintactica restrita (ditas
formas normais);

@ Aplicar um algoritmo que permita determinar a validade das
formulas na classe sintactica considerada.

A vantagem € que se ira poder tirar partido da classe restrita de
formulas para desenvolver algoritmos consideravelmente mais
eficientes do que os estudados até agora.
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Forma Normal Negativa

Definicao

Uma formula I6gica diz-se na forma normal negativa (FNN) quando
ndo faz uso da conectiva = e a negacdo so é aplicada a simbolos
proposicionais.

Para, a partir de uma férmula logica arbitraria, se obter uma
equivalente na forma normal negativa, poder-se-a proceder da
seguinte forma:

@ Reescrevem-se todas as ocorréncias da implicagéo por aplicagédo da
equivaléncia semantica

A= B=-AVvB

@ Aplicam-se repetidamente as leis de Morgan para reescrever as
negacoes de formulas estruturadas.

—l(A A B) = -Av-B
—l(A V B) = -AA-B
— —\A = A
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Forma Normal Conjuntiva

Definicao
Diz-se que uma formula € uma forma normal conjuntiva (FNC)

quando esta na forma normal negativa e a conectiva \ nunca é
utilizada em argumentos da conectiva V.

@ As FNCs sdo da forma
(a1Va2v...\/ak)/\.../\(b1\/...\/b/)

@ E normal designarmos por literais os simbolos proposicionais e as suas
negacdes. As disjungdes de literais (a1 vV ... vV ax) damos o nome de clausulas
(dai dizer-se que as FNC é uma forma clausal). A clausula vazia é denotada por
1.

@ Para, a partir de uma formula na FNN, se obter uma equivalente na FNC
podemos aplicar repetidamente a distributividade do Vv sobre o A para remover
as conjuncgdes que ocorrem como argumentos das disjuncoes.

Av(BAC) = (AVB)A(AVO)
(ANB)VC = (AVC)A(BVO)
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Exemplos

@ Para determinar a forma normal conjuntivade ((p=q) = p)=p
procedemos da seguinte forma:

@ Calculo da FNN:
@ Remocéo das implicacoes:

(p=qg)=p)=p=-((P=9)=p)Vp
~(=(p=q)Vvp)Vvp
=-(=(=pVvag)Vvp)Vvp

@ Remocéao de negacgdes a férmulas estruturadas:
~(=(=pvgVvp)Vp=-((PA=q)VP)Vp
=(~(pA=gq) A=p)V P
=((-pVa)A—p)Vp

Il
J

@ Célculo da FNC
(Vg A=p)VPp=((—PVqgVp)A(=pVp)
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Propriedades da FNC

@ A forma rigida das FNCs permite representacoes simplificadas —
uma representacao habitual € a de as representarmos como
listas de listas de literais' (as listas interiores representam as
clausulas). Desta forma, a FNC do exemplo apresentado seria
[lp, —p, g, [P, —p]].

@ As clausulas que contenham simultaneamente um simbolo
proposicional e a sua negacgao dizem-se fechadas

@ A validade de uma FNC néo é afectada quando se omitem
clausulas fechadas. Este facto é consequéncia directa de as
clausulas fechadas representarem disjuncoes de literais com a
tautologia P v —P (para um dado simbolo proposicional P).

@ Como corolario temos que a FNC composta unicamente por
clausulas fechadas é uma tautologia. A FNC vazia (sem
qualquer clausula) é denotada por T.

'Poderiam até ser conjuntos de conjuntos. Mas, numa perspectiva computacional,
estes sdo normalmente representados como listas.
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Forma Normal Disjuntiva

De forma dual, também podemos considerar a forma normal
disjuntiva.

Definicao

Diz-se que uma formula é uma forma normal disjuntiva (FND)
quando esta na forma normal negativa e a conectiva v/ nunca é
utilizada em argumentos da conectiva .

@ As clausulas das FNDs serao agora conjuncodes. A clausula
vazia é denotada por T.

@ Para, a partir de uma formula na FNN, se obter uma equivalente
na FND podemos aplicar repetidamente a distributividade do A
sobre o0 Vv para remover as disjungdes que ocorrem como
argumentos das conjuncgoes.

AN(BVC) = (ANB)V(AAC)
(AVB)AC = (ANC)V(BACQC)
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Propriedades da FND

As FNDs exibem propriedades duais das FNCs. Nomeadamente,

@ A validade de uma FND n&o é afectada quando se omitem
clausulas fechadas. Este facto é consequéncia directa de as
clausulas fechadas representarem conjuncéao de literais com a
tautologia P A =P (para um dado simbolo proposicional P).

@ Como corolario temos que a FND composta unicamente por
clausulas fechadas € uma contradicao. A FND vazia (sem
qualquer clausula) é denotada por L.

Doravante consideramos unicamente as propriedades e métodos para
a FNC. Todos os resultados podem ser dualizados para a FND.
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Clausulas como sequentes atdmicos

@ Se, numa clausula de uma FNC, separarmos os literais negativos
(proposicoes negadas) dos positivos (proposicdes ndo negadas),
podemos exprimir essa clausula da seguinte forma:

2y V...VoagVags1 V... Van
zﬂ(a1A.../\ak)\/ak+1\/...Van
=aiN...Nak = ak+1 V...Van

@ Por outras palavras, podemos ver um clausula como um
sequentes atomico (sequente onde todas as férmulas sao
simbolos proposicionais).

a,...,ax - aks1,...,an
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Resolucao

@ Considerem-se duas clausulas (vistas como sequentes atémicos),
em que numa surge uma dado simbolo proposicional no lado
direito e no outra surge o mesmo simbolo no lado esquerdo:

Ci=ay,...,at a1,-.-,am,p
Cg:p,b1,...,b/|—b/+1,...,bn

@ Por aplicacao da regra de corte podemos obter uma nova
clausula C; = a4, ...,ak,b1,.... b F aky1,...,a@m,bs1,...,bpem
que se elimina o simbolo proposicional p:

aiy,....,ax Faki1,...,am,p p,b1,....bFbq,..., by
a,...,ag,by,..., b+ ak+1,...,am,b/+1,...,bn
@ Dizemos que C; é obtida por resolucao das clausulas Cq e Cs
(C; € por isso o resolvente das clausulas Cq e C»).

(Corte)
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Resolucao (cont.)

@ A adequacgao da regra de corte garante-nos que C, sera valida
sempre que C; e C, o forem. Assim, se C; e C, forem clausulas
de uma FNC ¢, podemos adicionar C, sem afectar a sua validade,
.e.

Qb = ¢ A\ Cr

@ Em particular, se C; e C, forem formadas por um unico literal (ou
seja, C; = pe C, = —p), entdo o seu resolvente sera a clausula
vazia L, e estabelecemos a refutacdo de ¢

p=pNL=1

@ Este facto fornece-nos uma estratégia para refutar uma férmula ¢
na FNC: procurar derivar 1. por resolucao das clausulas em ¢.
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Teorema da Resolucao

Teorema

Seja ¢ uma formula na FNC e S o conjunto das suas clausulas (vistas
como sequentes). Essa formula sera uma contradicdo se e so se for
possivel derivar o sequente vazio a partir de S utilizando unicamente a
regra de corte.

Demonstragao.

(<) Resulta directamente da adequacao da regra de corte.

(=) Resultado mais complicado porque corresponde a um resultado de
completude. Esboco sera apresentado na aula teérica (detalhes podem ser
encontrados em Proof Theory and Automated Deduction, pag. 49-51).

0

v
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Algoritmo de Robinson

Na pratica, a aplicagao do método da resolugéo é realizada pelo que é
designado por Algoritmo de Robinson:

Seja ¢ uma formula na FNC e Sy o conjunto das suas clausulas.
QS=5=5
Qi=1
@ Se L € S; entdo retorna “CONTRADICAO”
O Sii1=Res(S5,5)\ S
Qi=i+1;,S=8SUS;
Q Se S; # 0 entdo volta ao passo ??.
@ retorna “ADMISSIVEL’

onde Res(X, Y) denota o conjunto de resolventes n&o fechados para
formulas x € X,y € Y.
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Resolugao

Exemplo de Aplicacao (1)

Considere-se o conjunto de clausulas Sy = {[a, —b], [-a, b]}

Q S=5=5
Q S: =Res(S;,5) ={}
| | [a-b] | [-ab |
[a, —b] [a, —a], [b, —b]
[-a, b] || [a,—a], [b, ~b]

© S, =0, logo Retorna “ADMISSIVEL’

Carlos Bacelar Almeida, DIUM

Métodos de Verificacao

LOGICA PROPOSICIONAL- LOGICA COMPUTACIONAL

Resolucao

Exemplo de Aplicacao (2)

Considere-se o conjunto de clausulas Sy = {[a, b], [-a, b], [a, =b], [-a, —~b]}

Q S=5=5
e 82 — RCS(S1 ) S) - {[a]a [b]7 [_'a]a [_'b]}
| || [av b] | [_'av b] | [a7 _'b] | [_'37 _'b] |
[aa b] [b] [a] [b7 _'b]a [av _'a]
[-a, b] 6] [b,~b], [a, ~4] [—4]
[a’ _'b] [a] [b7 _'b]7 [aa _'a] [_'b]
[_'37 _'b] [b7 _'b]’ [37 _'a] [_'a] [_‘b]

e S; = RCS(SQ, SoU Sy U 82) = {[]}

S, Res(—, S=5SUS U 82)
El {o], [-#], [}
6] {[al, [-al], [I}
[a] {[b], [-0], [}
[—b] {lal, [-a], [I}

@ L c S;, logo Retorna “CONTRADICAO”
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Observacoes

@ O Algoritmo de Robinson € muito pouco efectivo como
procedimento para determinar a validade de uma FNC. De facto,
muito do trabalho realizado € descartado por nao trazer
informacéo util ao procedimento (e.g. calculo de resolventes
fechados ou ja pertencentes ao conjunto de clausulas
conhecidas).

@ No entanto, veremos adiante que a adaptacao deste algoritmo
para a logica de primeira ordem esta na base do mecanismo de
inferéncia da linguagem Prolog.
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