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Revisdes Sintaxe e Semantica

Sintaxe

Definicao
O conjunto das formulas da Iégica proposicional é definido pela

gramatica
L:=Pl(=L)WLVLOIILAL)(L = L)

onde P € um conjunto infinito e contavel de simbolos de proposigcées.

v

@ Para denotar proposicoes utilizaremos letras minusculas

(p,q,...).

@ Regras de precedéncia e associatividade permitem omitir
parénteses redundantes (e.g.
“PAQG=(PA=Q)V-pVqg=qVp).

@ Também é normal incluir-se na sintaxe a férmula | (Absurdo). Na
sua auséncia pode ser definida como p A —p (sendo p um
qualquer simbolo proposicional).
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Revisdes Sintaxe e Semantica

Semantica

@ Um modelo M da légica proposicional € um sub-conjunto do
conjunto de proposigdes P.

Definicao
A validade de formulas proposicionais num modelo é definida
indutivamente por:

@ ME=p sse pe M

@ ME=-P sse MEP

@ ME=PvQ sse MEP ou MEQ

@ MEPANQ sse MEP e MEQ

@ MEP=Q sse MEP ou MEQ

@ Uma férmula P diz-se refutavel se existir um modelo M tal que
M (= P.
@ Uma férmula valida em qualquer modelo diz-se uma tautologia.
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Revisdes Sintaxe e Semantica

O Absurdo

@ E normal incluir-se na sintaxe da légica proposicional a constante
1 — o absurdo (ou falso).

@ Quando existe essa constante, a sua seméantica num modelo M é
definida por
M BE L.
@ Na linguagem adoptada neste curso, podemos considerar 1. uma
abreviatura de ¢ A = (para uma qualquer férmula ).

@ De facto, facilmente se verifica que, qualquer que seja a escolha
de ¢ e modelo M, temos que M - .
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Revisdes Sintaxe e Semantica

Teorias

@ A um conjunto de formulas da-se o nome de teoria. Para denotar
teorias utilizaremos letras gregas maiusculas (I, A, .. .)

@ A nocao de validade é generalizada para teorias da forma obvia:
METsse M E=pparatodop eT.

@ Uma teoria ' inconsistente quando nenhum modelo a valida (i.e.
para qualquer modelo M, temos que M - IN).

Carlos Bacelar Aimeida, DIUM LOGICA PROPOSICIONAL- LOGICA COMPUTACIONAL 5/28

Revisdes Sintaxe e Semantica

Consequéncia Semantica

Interessa caracterizar a nocao de “consequéncia légica” onde a
validade de uma férmula pode ser vista como uma consequéncia da
validade de outras.

Definicao

Seja P uma formula e T um conjunto de formulas. P diz-se
consequéncia semantica de I (escreve-sel = p) se, para qualquer
modelo M, M =T determinar que M = P.

@ Exemplos:

o {p.p=>q} =q
o {p.p=>qg=>r}lr
o {p,g.p=qg=r}=r

@ As tautologias sao consequéncia semantica da teoria vazia.
@ Umateoria I’ é inconsistente seesosel = L.
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Revisdes Sistemas Dedutivo

Sistemas Dedutivos

@ A caracterizacao de “consequéncia légica” por via semantica nao
€ completamente satisfatoria: o seu juizo envolve uma
quantificagao universal sobre os modelos.

@ Interessava caracterizar essa no¢ao ao nivel “simbdlico” por
intermédio de um sistema formal — as “frases” desse sistema
dizem-se deducoes (ou provas).

@ Introduz-se assim a relacao de deducao (). Tal como na
consequéncia semantica, € util generalizar a nocao de deducao
para admitir um conjunto de premissas (hipéteses) — assim
[+ P denota a assercao que é possivel deduzir P partindo da
hipéteses contidas em I'.

Carlos Bacelar Aimeida, DIUM LOGICA PROPOSICIONAL- LOGICA COMPUTACIONAL 7/28

Revisdes Sistemas Dedutivo

Em termos abstractos, relagdes de deducao caracterizam-se por:

Uma relacao de deducao () € uma relagdo binaria entre teorias e
formulas que verifica as seguintes propriedades:

@ Inclusgo: Se P T entaoTl - P.
@ Monotonia: Se AFPeA CT entdorl - P.
@ Corte: Se A HelU{H} - PentdoAUT F P.

@ Quando é possivel estabelecer a asser¢ao - P (i.e. ) - P)
dizemos que P € um teorema.

@ Naturalmente que é necessario estabelecer a correspondéncia
entre 0 mundo seméantico e o simbdlico (i.e. pretende-se que 0
conjunto das tautologias e dos teoremas sejam iguais).
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Revisdes Sistemas Dedutivo

Consequéncia Semantica como Relagcao de Deducao

@ Podemos observar que a relacdo de consequéncia seméantica
definida atras satisfaz os requisitos de uma relacdo de deducéao
abstracta.

Teorema

A relagdo de consequéncia semantica (=) € uma relagcao de dedugéo.

Demonstragao.

Necessitamos de demonstrar as propriedades (1) inclus&o; (2) monotonia e (3) corte.

(exercicio resolvido na aula Tedrico-Pratica)
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REVEES Deducao Natural

Deducao Natural

A relacdo HVP é definida & custa de arvores construidas com base em
regras de inferéncia.

@ Regras de Introducao:

Uk vy-n V)74 F (Ve 7o g
A) A) :
: : A

(=) 7=g (1) =272 A
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REVEES Deducao Natural

Deducao Natural

@ Regras de Eliminacao:

_ A 18]
Ern)ALE ey ARE AV B Cé C .
E=)A—4=2 E-)A—5A (E ) —3-

@ A assercdo I HVP P ¢ estabelecida por uma arvore cuja raiz é P
e as folhas nao fechadas sao formulas contidas em I.
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REVEES Deducao Natural

Exemplo de Dedugao

(I'va) il
[~(PV ~P)]3 PV P (v L2
= L, . [=(PV=P) PV P
p— (E ) n
(E—=) (=) 2

P —P

(E-)
(=) L 3
(E —=)
Pv—-P

Temos entao
0 VP (PV -P)
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REVEES Deducao Natural (com sequentes)

Deducao Natural (formulagcao com sequentes)

@ E conveniente explicitar o conjunto de proposicdes “abertas” num
dado ponto da derivacao.

@ Este argumento € tanto mais relevante quando se procura
construir a derivagao “por retrocesso” (problema abordado
adiante).

@ Somos levados a considerar sequentes da formal - Ponde I é
um conjunto de férmulas abertas na derivagao de P (designamos
[ por contexto).

@ Folhas da arvore sdo sempre da forma Axioma:

M) B p
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REVEES Deducao Natural (com sequentes)

Deducao Natural (formulagcao com sequentes)

@ Regras de Introducao:

FFA B FEA B
UA r-AAB V1) +avB (Vo) =238

NAFB NA-BA-B r-A
l ’— I_| > I_\_|—

@ Regras de Eliminagao:

F-FAAB Fr-AAB r'-AvB FLAFC rBrC
E U U AN E U U N b 9
EA)—a— EM =5 EV) [-C

F-A A= B F-A FE—A M- ——A
E=) r-B E-) r-B R
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REVEES Deducao Natural (com sequentes)

Exemplo de Dedugao

—|(P Vv —|P), P+ =P

—|(P\/ —|P),—|P|— —|(P\/ —|P) —\(P\/—|P),—|P|— Pv =P —|(P\/ —|P),P|— P
—|(PV —|P),—|Pl— s —|(PV —|P),Pl— —|(PV —\P) —\(P\/—|P),P|—P\/‘
(=)
—(PV —=P)F —-=P -(PVv -P),PF L
(E——)
—|(P\/ —|P) P —|(P Vv —|P) =P
—|(P V —|P) =L
(=)
F —==(PV =P)
(E——)
PV P

(mesmo incompleta d& para perceber a mensagem...)
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REVEES Deducao Natural (com sequentes)

Correccao e Completude

@ Existem garantias que os feoremas demonstrados pelo sistema
dedutivo sejam tautologias da l6gica proposicional?

@ E serd possivel encontrar uma demonstracéo para todas as
tautologias?

Teorema (Correccao)

Sel FNP P entéoT |= P.

Teorema (Completude)
Sel = Pentdol VP P,

Demonstragao.

Demonstragao apresentada na teérica. O
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Construcao de Derivagdes

Construcao de derivacoes

@ A existéncia de um sistema dedutivo correcto e completo
permite-nos aferir a validade de formulas por construgao da
derivacdo respectiva.

@ Mas nada nos da a garantia que seja facil encontrar essa
derivagao...

@ O que se pretende é um procedimento que permita a construcao
da derivacao (se for possivel, naturalmente).

@ Em rigor, e em termos genéricos, ndo temos sequer garantias
que esse procedimento exista...

@ Pragmaticamente, a estratégia de construir a derivacéo por
retrocesso € sensata: parte-se da assercao que se pretende
verificar como conclusdo da derivacdo, e procura-se completar a
arvore por forma a que todas as folhas sejam axiomas.
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Construcao de Derivagdes
Exemplo

[FA TrA=B ., TFA TFA=B=C
(E =)

E= B FEB= C

r=A=B=C,A=BA-C
L) A=B=CA=BF-A=C

A=B=CF(A=B)=A=2C
F(A=B=C)=(A=B)=A=C

(I=)
(I
(=)
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Construcao de Derivagdes
Dificuldades

@ Certos passos sdo completamente deterministicos: a estrutura da
formula determina qual a regra a aplicar (e.g. | =).

@ Outros passos envolvem “descobrir” formulas que permitam
aplicar as regras apropriadas (e.g. E =).

@ Tecnicamente, podemos identificar as dificuldades com o facto de
certas regras incluirem nas permissas (sub-)féormulas que nao
estao presentes na conclusao.

NAEB Fr-A r'-A= B
(l:>)I'FA—>B E=) r'+B

@ A busca de um sistema de deducao com a propriedade de
sub-féormula levou Gerhard Gentzen a propor o “Calculo de
Sequentes”.
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Construcao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Calculo de Sequentes

@ Adopta sequentes com a seguinte forma:
r-ea

onde I' e A sao conjuntos de férmulas.

@ Evitam-se as regras de eliminacdo. Em vez disso consideram-se
regras de introducéo & esquerda e a direita de F-C.

@ ...com excepgao das regras:

CEA e C, A (Ax)

Corte
( ) L EA A

AFAA

@ A interpretagao pretendida para os sequentes atribui uma
natureza conjuntiva para I' e disjuntiva para A.

@ Formalmente dizemos que um modelo M valida um sequente
I HC A quando: “Para toda férmula P € T, M |= P implica que
existe uma formula Q € A tal que M = Q’
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Construcao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Calculo de Sequentes LC

@ Regras a direita:

[-P,A r-Q,A [P-A
(D) rFPAQA A
[-P,Q.A rP-QA
D ) b D ) 9
OV) T pvana O=)+F=ana

@ Regras a esquerda:

rP,QFA [-P,A
E Y ) E_| )
EN TP ara ESF=pra
NPFA  T,QFA QA  THPA
(E V) (E=)
LPVQEA LP=QFA

Construcao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Exemplo de Derivacao

"AFABC
B,AFA,C AFAC C,A= B,A-C BFB,A=C FABA=C
B-AA=C FAA=C C,A=B+-A=C A= BrFB,A=C
A=BFAA=C CFA=B)=A=C FB,(A=B)=A=C

FAA=B)=A=C B=CFHA=B)=A=~C
A=B=CFH((A=B)=A=_C
F(A=B=C) = A=B)=A=C
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Construcao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Calculo de Sequentes LK: Regras Estruturais

@ Historicamente, os sequentes foram definidos considerando
sequéncias de férmulas (e ndo conjuntos como fizemos atras).
Nesse sistema (denominado LK) existe a necessidade de se
considerar regras estruturais que permitem a manipulagao dos
contextos.

@ Regras estruturais em LK:

[P, P A - A A Q,P,A
il DW) = DP =
(DC) r-P,A (DW) M- P,A (DP) r-A,P,Q A
FP.PFA - A rQPI+A
) ) EW b ) b
=6 LPEA (EW) LPFA (EP) LP,QT A

@ As regras légicas assumiam também versoes ligeiramente
diferentes (e.g. axiomas assumem a forma restrita A+ A).

@ A formulacdo apresentada é devida a Kanger (1957). A sua
utilizacao consideravelmente mais simples do que a do sistema
original.
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Construcao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Exemplo de Derivacao

As diferencas na utilizacido das versdes LC e LK ficam bem patentes
nas seguintes derivagoes:

@ No Sistema LC:

@ No Sistema LK:
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Construcao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Correccao e Completude

Teorema
SeTl FC PentdoT = P.

Demonstragao.

Por indug&o da derivagao da assercéo I' H-C P.

(Detalhes apresentados na aula teérica)

Teorema

SeTl = Pentdgol X P.

Demonstragao.

Pelo resultado de completude para VP, temos que se I' = P entdo I HV? P. Vamos entdo
construir uma derivagdo em F-C por indugéo estrutural na derivagdo em VP,

(Detalhes apresentados na aula tedrica)
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Construcao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Eliminacao do Corte

@ A propriedade que destingue o calculo de sequentes da deducao
natural é que todas as regras (com excepc¢ao do corte) satisfazem
a propriedade de sub-formula.

@ Por outro lado, mostra-se que a omissao da regra do corte nao
afecta o poder expressivo do sistema de deducao, i.e.

Teorema

Sempre que é possivel estabelecer a assercdo I F-C A, também
existe uma derivacdo dessa mesma assercao que nao faz uso da
regra de corte.

Demonstragao.

| A

Intuitivamente, substitui-se as ocorréncias da regra de corte por “uma cépia” da derivacao da
formula sobre a qual este é realizado (ou seja, substitui-se 0s “lemas” pelas provas respectivas).

(Detalhes apresentados na aula tedrica)
O]

o
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Construgao de Derivagdes Célculo de Sequentes

@ Designamos por LCj o célculo de sequentes sem a regra de
corte.

@ Na perspectiva da mecanizagao do processo de prova, este
resultado é fundamental: dado que todas as regras em LGy
satisfazem a propriedade de sub-férmula, o processo de
construcao de derivacdes ndo envolve nunca “descobrir’ formulas
apropriadas para prosseguir a derivagao (compare com o caso da
deducao natural).

@ ...0 que nao quer dizer que ndo existam “varias formas” de
realizar uma dada derivacao. De facto, o processo de construcao
das derivacdes é notoriamente nao deterministico.
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Construgao de Derivagdes Célculo de Sequentes

Considere-se as seguintes derivacdes para uma mesma assercao:

ABFAC ABFB,C
- (D =) (D =)
ABCkFC A-FAB=C A-B,B=C
(D =) (D =) D =)
0= AC-FB=C o FAA=B=_C FB,A=B=C
= A
E =) CFA=B=C HFAAB,A=B=C
=

ANB=C+HA=B=C
F(AAB=C)=A=B=2C

(b =)

on ABFAC A B+ B,C
ABCFC AB-AAB,C
A B ANB= CFC
AANB=CFB=C

ANB=CFHA=B=C
F(AAB=C)=A=B=2C

(E=)

(D =)
(D =)
(b =)

@ As derivagOes diferem apenas na ordem pela qual se aplicaram
as regras.

@ Esta “diversidade” de provas equivalentes € por vezes indesejavel
e pode ser apontada como uma desvantagem em relacéo a
deducao natural (voltaremos a este assunto adiante...).
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