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4 A

Motivacao

Temos vindo a explorar a analogia

A-termo = programa
reducao-(3 & computacao
forma normal & resultado
seq. infinita de redugoes & nao terminacgao

Um programa que nao termina s6 pode ser entendido como um programa
incorrecto pelo que somos levados a concluir que o A-calculus é demasiada-
mente erpressivo, na medida em que nos permite representar programas
que gostariamos de excluir. Surge por isso a questao:

Nao nos serd possivel ajustar o A-calculus por forma a excluir
0s programas (i.e. termos) incorrectos (i.e. que mao dispoe de
forma normal)?

Para se perceber a natureza do problema é conveniente estudar o exemplo

paradigmatico de um A-termo sem forma normal
Q=Mxz) \v.xx

A esséncia do problema estd na auto-aplicacao a que a variavel ligada
esta sujeita, i.e.

AT.T x
Note-se que nos deparamos desde logo com um problema na leitura in-
tuitiva deste termo: representa a funcao que aplica ao argumento esse

proprio argumento — mas entao, o argumento recebido é uma funcao ou

um valor do dominio dessa funcao???
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4 A

Tipos

Para eliminar a possibilidade da auto-aplicacao devemos regular a aplica-
¢ao dos termos classificando-os devidamente. Para o fazer vamos introdu-
zir uma nova entidade no sistema A: os tipos. O sistema resultante sera
designado por lambda calculus com tipos e denotado sinteticamente

por A7,
Os tipos sao determinados pela seguinte gramatica:

T:=U|T—->T

onde U representa um conjunto de varidveis de tipo.

NOTACAO E CONVENCOES:

e Para designar variaveis de tipos iremos utilizar o caracter grego o

/
(e.g- 0'1’0'2,.-.,0'7-..)
e Para designar tipos iremos utilzar o 7 (e.g. 71,72, - , 7, -+)

e Por convencao, o operador — associa a direita (e.g. o tipo T — 15 —

T3 representa o tipo 71 — (12 — 73)).

IDEIA BASE DO SISTEMA: Estabeleceer uma relacao entre os A-termos e
os tipos (:) € A x 7 (dita a relagao de habitabilidade — ¢ : 7 1é-se o
termo t habita o tipo 7). Essa relagao ird “regular” as condigoes para a

aplicacao dos termos.

N /
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A-calculus de Curry

A forma mais simples de introduzirmos os tipos no A-calculus é manter-
mos inalteradas todas as definigdes referentes aos termos (i.e. conjunto
A dos termos; redugoes; etc.) e definir-se sobre esse sistema a relagao de
habitabilidade.

E importante notar que, no estabelecimento da relacao de habitabilidade,
dependemos sempre dos tipos que estao associadas as varidveis livres
(as variaveis livres traduzem sempre uma interferéncia do “contexto” no

termo considerado). Somos, por isso, conduzidos as seguintes definigdes:

Se x for uma varidvel e T um tipo entao x : T € uma declara-
¢cao®*. Um congunto finito de declaragoes (de varidveis distintas)

diz-se um contexto e serd denotado por caracteres gregos maius-
culos (e.g. )%, -+ ).

Sera normal apresentarmos um contexto I' = {xl T, T Tn} sim-
plesmente pela sequéncia x1 : 71, -+ ,x, : T, € a uniao de contextos
pela concatenacao dessas sequéncias. Quando z; : 7; € I' dizemos que

x; € dom(I"). Quando escrevemos I', z : 7 fica implicito que x € dom(T).

aUtilizamos nas declara¢ées o mesmo simbolo que na relacao de habitabilidade.
Daqui nao resultard qualquer ambiguidade — como se compreendera em breve...

N /

BACELAR,JBB @ DI - Universidade do Minho 2° semestre




Modulo IV: A-calculus com tipos 4
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A~ de Curry (cont.)

Estamos agora em condigoes de apresentar a defini¢ao indutiva da relagao
de habitabilidade. Utilizaremos aqui regras analogas as da apresentagao
dos sistemas logicos (e.g. dedugao natural).

Ax

Ne:7kx:71
e .M :m
I'EXeM:1 — 1
'EM:7y — 17 I'EN:m
I'EM N :m

Abs

App

ASSERCOES DE TIPOS:

A assercao fundamental no sistema A~ é I' = M : 7 — dizemos, nesse
caso, que o termo M habita o tipo 7 no contexto I'. Mesmo correndo o
risco de sermos redundantes, convém frisar que:

A assercao I' = M : 7 verifica-se se e s6 se existir uma arvore
(construida com as regras estabelecidas) com raiz I' = M : 7.

Quando, para um A-termo M, existe um contexto I' e um tipo 7 tal que
I' = M : 7 dizemos que o termo M é tipavel. O objectivo inerente a
introducao de tipos é restringirmo-nos ao sub-conjunto de A constituido

pelos termos tipdveis.

EXEMPLOS: (construa as arvores correspondentes)

Ar.xr . T —T
Axy.x . T — Ty — Ty
Myzxz(yz) @ (m—m—m)—> (1 —m) —1 — T3

o /
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~

Propriedades do A\ de Curry

PROPRIEDADES SIMPLES: (demonstraveis por indugao sobre I' = M : 1)
e I'-M:7 = dom(l') C FV(M)
o I'-M:7&T'CIY = I'FM:7T

el FM:7 = TD{FV(M)+ M : 7, onde T+FV(M) denota
a restricao do contexto I' por FV (M) (i.e. s6 as declaragoes das
variaveis em F'V (M) sao mantidas).

Um termo pode, neste sistema, possuir varios tipos. De facto, O lema
da substituicao dos tipos diz-nos®

'FM:7 = Tlo=7]FM:7[oc:=1

Este resultado decorre directamente do facto de, no Axioma, o tipo intro-
duzido ser arbitrario. Este resultado pode facilmente ser estendido para
substituicoes (das varidveis de tipos)®

Mesmo se nao nos podemos referir ao tipo de um termo, podemos referir
o tipo principal de um termo:

Um tipo T diz-se o tipo principal do termo M se,
I'EM:7 = 3 uma substituicio s €U — T : 7/ = 7[s]
Os tipos principais sdo essencialmente unicos (a menos da renomeagao
de variaveis).

EXEMPLO: O+ S: (1 -7 —7) — (1 — 7) — 7 — Mas néo se trata de

um tipo principal para S.

2Neste resultado, 7[o := 7’| denota a substituigao, no tipo 7, da variavel o pelo tipo
7/. T'[o := 7'] denota a substituigdo, em todos os tipos intervenientes nas declaragdes
do contexto I', da substituicao referida.

bUma substituicio é uma funcio de valoracio para variaveis distinta da identidade

num numero finito de pontos do dominio, i.e. s € Y — 7 tal que {7|s(7) # 7} é finito.

N /
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Propriedades de \™

Os tipos do A-calculus devem interagir correctamente com a redugao-g.

O lema da reducao estabelece esta compatibilidade.

Lema da reducao: SeI'-M :7e M — N entao ' - N : 7.

Este resultado é facilmente estabelecido por inducgao sobre a definicao da

relacao de reducao.
A justificacao dltima dos tipos encontra eco nos proximos resultados.
Normalizagao Fraca: Se ' - M : 7 entao M possui uma forma normal.

Normalizagao Forte: Se I' - M : 7 entao qualquer sequéncia de redu-

¢ao M — My — --- & finita.

Estes resultados vem justificar a introdugao dos tipos no A-calculus. A

sua prova nao é evidente pelo que o vamos admitir sem mais reservas.

o /
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Tendo referido que o objectivo do sistema é restringirmo-nos aos termos

Inferéncia de Tipos

tipaveis, levanta-se imediatamente a questao de como decidir se um dado

termo admaite um tipo.

PROBLEMA DE INFERENCIA DE TIPOS: Dado um termo M, determinar
(se existir) um contexto I e um tipo 7 tal que I' = M : 7. A este problema
dé-se o nome de inferéncia de tipos.

OBSERVACAO: No sistema de tipos que consideramos, podemos observar que
a estrutura do termo determina univocamente qual é a regra a utilizar — o
problema esta em “como preencher devidamente” os espagos referentes aos con-

textos e aos tipos nos nodos da arvore construida...

NOTACAO: Se 7 é um tipo, I' um contexto e s uma substituicao, deno-
tamos por 7[s| a aplicagdo da substituicao ao tipo 7; I'[s] & aplicagao
da substituicao a todos os tipos das declaragoes de I'. A composicao de
substituicoes é denotada pelo operador o.

IDEIA DO ALGORITMO INFERET: Dado um contexto I', um termo M e um

tipo 7 ® determinar a substituigao s (se existir) para a qual se verifica a
assercao I'[s] = M : 7[s]®

Assim, para aplicar o algoritmo infereT para resolver o problema descrito
atras devemos, para um termo M, construir um contexto I' e um tipo 7 que
nao nos restrinja o espago de busca do algoritmo. Mas esse objectivo é trivi-
almente conseguido atribuindo a todos os tipos envolvidos varidveis de tipos
novas e considerando um contexto onde se declaram somente as variaveis livres

do termo.

@Mas note-se que nao se requer que se verifique a assercao I' H M : 7 — nesse
caso estava o problema resolvido.
PDe facto, vamos pretender a substituicdo mais geral, i.e. qualquer outra substi-

/
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Inferéncia de tipos (cont.)

Para simplificar a apresentacao do algoritmo, vamos assumir que sempre
que uma unificacdo ou uma invocacao recursiva do algoritmo falhe, todo
o algoritmo falha.

tipoDe(M)
00,01, 09, -+ < variaveis novas
r1,--- , T, <variaveis livres de M
D—[x1:01, 2y : 0p]
s «—infereT (L', 00, M)

res <« oopls]

infereT(I', 7, M)

M=z
7/« tipo de z declarado em I
res «— unif(r,7’)

M= z.M'
01,09 < variaveis novas
s1 «— unif(r, (o1 — 02))
sg «— inferel (I, z : 01)[s1], 02[s1], M")
res < Sg 0 81

M = (M'N')
o1 < varidvel nova
s1 <« infereT(T',o1, N')
sg «— infereT(I'[s1], (o1 — 7)[s1], M)

res «— S9 0 S

O algoritmo apresentado determina o tipo principal de um termo. Esta pro-

priedade resulta de o procedimento unif determinar o unificador mais geral

/
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Sintese de Termos

O problema dual ao da inferéncia de tipos é designado por sintese de

termos: dado um tipo 7 determinar um termo fechado® M tal que

D= DM:T

Algumas questoes sao pertinentes relativamente ao problema proposto:
e Serd que existe, para qualquer tipo 7, um termo M : 77

e Existindo M : 7, sera facil determinar esse termo (em particular,
serd, um problema mais ou menos complicado do que a inferéncia de

tipos)?

Para responder a estas questoes vamos estabelecer uma analogia entre as

solucoes deste problema e as provas de proposicoes logicas.

aS6 faz sentido considerar-se o problema da sintese de termos para termos fechados
— admitir termos abertos torna trivial (e sem qualquer interesse) a sua resolugdo: a

assercao = : 7 x : 7 é trivialmente satisfeita (axioma).

o /
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Loégica proposicional minima

nal minima.

SINTAXE:
L:=Prop | LDL

REGRAS DE DEDUCAO NATURAL:

(Apresentadas na forma de sequentes — recorde ELP I)

PHQ

I2) vrp50

TFP>5Q AFP
(B D) T AFQ

o

Vamos considerar um fragmento da légica proposicional com uma tnica

conectiva: a implicacao. Denominamos essa légica por logica proposicio-

/
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Sobre o problema de sintese de termos

A um dado tipo podemos associar uma féormula da légica proposicional
minima — as variaveis de tipos associamos proposicoes e a — associamos
D. Por outro lado, as regras de deducao natural estao em correspondéncia
com as regras de tipos do sistema-A (quando atendemos unicamente a

porcao referente aos tipos).

Assim, estamos em condicoes de estabelecer um paralelo entre a possi-
bilidade de resolucao do problema de sintese de termos com a prova da

formula logica associada:

O problema de sintese de termos tem solucdo se e so se o tipo

visto como uma formula proposicional for uma tautotogia.

Este resultado permite considerar os A-termos como uma sintaxe para as

provas da logica proposicional minima.

N /
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Analogia de Curry-Howard

temas A e o dominio logico.

O resultado anterior permite-nos avancar com uma analogia entre os sis-

Computacao A-calculus Légica
programa A-termo prova
tipo (especificagao) tipo formula
computacao reducao normalizacao de provas

o

Mas esta correspondéncia é apenas “a ponta do iceberg”.

ricos (ou, visto de outro angulo, logicas mais expressivas).

O sistema A\~ pode ser identificado com a ldgica proposicional minima.
O que é re-

almente interessasnte é estender a analogia para sistemas de tipos mais

/
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Sistema de H:ilbert para légica minima

A analogia de Curry-Howard permite-nos concretizar a equivaléncia entre

diferentes apresentacoes de sistemas logicos.

Considere-se uma apresentacao de Hilbert para a logica minimal.
Axiomas

® 71 DTy OTq

° (7'137'237'3)3(7’137’2)37’137‘3
Regra de inferéncia

(Modus Ponens) nomn & 11 = T2

A luz da analogia de Curry-Howard identificamos facilmente os axiomas
como correspondendo aos combinadores K e S. A regra de inferéncia
pode ser identificada com a regra do sistema de tipos da aplicacdo. Assim,
uma prova neste sistema corresponde a um termo construido unicamente

a custa da aplicacao de combinadores S e K.

Se nos recordarmos do algoritmo que permite exprimir um termo fechado
como a aplicacao de combinadores S e K, vemos que esse algoritmo co-

difica a prova de equivaléncia entre os sistemas logicos (dedugao natural
e Hilbert).

OBSERVAGAO: O algoritmo referido nao considera tipos. Assim, e para validar
esse algoritmo no contexto do sistema com tipos, é necessario verificar que este
algoritmo preserva a propriedade de um termo possuir um tipo (o lema da

reducdo e a corre¢ao do algoritmo garantem que o proprio tipo é preservado).

N /

13
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A-calculus com tipos de Church

O sistema A~ de Curry foi definido sobre os termos do A-calculus sem
tipos. Dessa forma, para um termo M, somos obrigados a estabelecer uma
assercao de tipo (I' = M : 7) por forma a fazermos uso dos importantes
resultados do sistema. Esse passo envolve tipicamente um processo de

inferéncia de tipos.

Como alternativa, podemos considerar um sistema onde os proprios ter-
mos ja contenham informacao relativa aos tipos envolvidos. A essa for-
mulacao damos o nome de A\~ de Church e os termos sao definidos

directamente com as regras de tipos.

REGRAS DE BOA-FORMACAO:

Ax

Ne:7kx:7

Fe:mEM:m

Ab
> I'tXe: . M:m — 1

A r-=M:mn -~ I'EN:7
PP TFMN :n

Note-se que, nos termos, so se inclut informagao dos tipos nas abstragoes.
E facil de ver (e teremos oportunidade de o verificar) que essa informagao

é suficiente para reconstruir toda a drvore de formac¢ao do termo.

N /
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A~ de Church (cont.)

A sintaxe dos termos que foi apresentada é muito complexa (corresponde
a uma gramatica dependente do contexto). Por esse motivo é normal
considerar-se uma nogao de pré-termo (um possivel termo) definido pela
gramatica

T == U|T—-T
AN o= VIANAN)I ANV TN

Sobre esta nocao resta determinar quando um pré-termo corresponde
realmente a um termo, i.e. pode ser construido por uma dada arvore —
a esse problema damos a designacao de verificacao da boa formacgao
do termo?®.

NoOTACAO: Consideram-se as mesmas convencoes sintacticas do A-termos
sem tipos...

EXEMPLOS:
termos bem formados

o \r:T.x

e \x T,y To.k

o \NL T 5T o T,y T > T, 2:T1.2 2 (Y 2)
termos mal formados

e \y:T.x X

e \x Ty — To,Y:To.T Y

&Num abuso de linguagem designamos os “pré-termos” por “termos” a que sujeita-
mos postriormente a um teste de boa-formagao. S6 os “termos bem formados” é que

/
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Verificacao da boa-formacao dos termos

verificaTermo(I'; M)

M==x
res < tipo de x declarado em I

M=Xz:7.M'
1o «— inferel (I, z : 113 M)

res <— 71 — T9

possivel.

unificacao é substituida pelo teste de igualdade.

qualquer flexibilidade no resultado.

o

M= (M'N'")
(11 — T2) « verificaTermo(L'; M) —obs.: (*)pode falhar...
13 «— verificalermo(I'; N')
Se 71 == 73 entao res < 1 senao FALHA

OBSERVACOES:

e O algoritmo pode falhar se o termo nao for bem formado. Em parti-

cular, em (*) o algoritmo falha se a concordancia de padroes nao for

e Note-se que a estrutura do algoritmo é a mesma do de inferéncia de

tipos. No entanto, existe uma diferenca fundamental: a operagao de

e No caso do termo ser bem formado o algoritmo retorna o tipo do
termo verificado. Esse tipo é completamente caracterizado pelo pro-

prio termo (i.e. é Gnico), facto que resulta do algoritmo nao permitir

/
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4 A

Propriedades do sistema A~ de Church

As propriedades do sistema A~ de Church sao essencialmente as mesmas

do sistema de Curry. Assim, podemos estabelecer:

Propriedade de Church-Rosser - Resulta da propriedade do sistema

sem tipos.

Normalizagao Fraca e Forte - Estabelecida de forma anéloga ao sis-

tema de Curry.

Lema da redugao - Estabelecida de forma analoga ao sistema de Curry.

A principal diferenca em relagao ao sistema de Curry surge nas proprie-

dades das assercoes de tipos:

Unicidade dos tipos:
Se '-M:7 e ’TEFM:7 entdo 7==171'

N /
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Vimos que, ao nivel das principais propriedades dos sistemas, pouco se-

Comparacao entre A\~ de Curry e Church

para as formulagoes de Curry e Church. De facto, estes devem ser con-
siderados como formulagoes diferentes do mesmo sistema-A (A-calculus
com tipos simples)®. Numa perspectiva pratica, poderiamos comparar o
comportamento de um hipotético animador do sistema como:

Curry

1. utilizador fornece o termo M (sem tipos)

2. faz-se uso do algoritmo de inferéncia de tipos para verificar se o
termo M possui um tipo

3. (caso M possua um tipo) o termo M é reduzido — processo que
termina pelo resultado de normalizagao forte.

Church

1. utilizador fornece o termo M (abstragoes estao etiquetadas com
os tipos)

2. sistema verifica a boa formacao do termo

3. (caso M seja bem formado) o termo M é reduzido — termina...

A diferenca fundamental estd na complexidade do 2° passo do procedi-
mento. A inferéncia de tipos é um processo mais complexo do que a
verificacao do termo. Mais tmportante ainda, estas diferencas tendem a
aumentar assim que noés elaboramos o sistema de tipos — em particular,
pode ocorrer o caso (e ocorre mesmo) de sistemas para os quais a infe-
réncia de tipos nao ser possivel continuando a ser facilmente realizada a
verificagao dos termos.

EM RESUMO: podemos dizer que as formulacoes sao equivalentes se dis-
posermos de um algoritmo que realize a inferéncia de tipos...

a@Esta afirmacgao pode ser formalizada estabelecendo um isomorfismo entre ambos
!’)S sistemas /
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