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Motivacao

A analogia construida sobre o A-calculus permite-nos identificar redugao

como computacao. Mas como representar os dados?

Recordemos o que se pretende com a representacao de um tipo de da-
dos: estabelecer uma correspondéncia entre os valores e operacoes desse
tipo com A-termos de tal forma que estes ultimos se comportem como o0s

originais. Um exemplo:

[+ [5] 8] 2 [5 + 3]

i.e. a representagao da operacao de adicao, quando aplicada as represen-

tagoes dos niimeros 5 e 3, reduz-se na representacao do ntimero 8.

Em vez de nos concentrarmos sobre tipos de dados especificos vamos
considerar tipos de dados indutivos, i.e. tipos de dados caracterizados
pelo conjunto de construtores admissiveis®.

Note-se que, mais do que a representacao dos valores de um tipo de dados
(o que é facilmente conseguido representando os construtores desse tipo),
est4 em jogo a representacao de um mecanismo que permita manipular a
estrutura desses valores (o equivalente & concorddancia de padréoes do Has-
kell). Vamos aqui rentabilizar a cultura dos catamorfismos ja estudada
em Métodos de Programacao I — para cada tipo de dados vamos con-
siderar o catamorfismo associado que nos permite decompor os valores

desse tipo — o que designamos iterador.

aTipos de dados indutivos sao definidos em HASKELL pela declaracao data.
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Expressividade

Booleanos:

Comecemos por considerar um tipo particularmente simples: os boole-
anos. Este tipo dispoe unicamente de dois valores (True e False) e o
iterador corresponde ao condicional que seleciona o resultado em funcao

do argumento recebido.

data Bool = True | False
iterBool :: Bool -> a -> a -> a
iterBool True x _ = X

iterBool True _ x = X

(note que iterBool é simplesmente o velhinho if-then-else-).

COMENTARIO: iterBool deve ser identificado como sendo, na sua essén-
cia, o cata definido sobre o tipo Bool — precisamente da mesma forma
que identificAvamos o foldr como sendo basicamente o cata das listas.

De facto, um nome alternativo para iterBool podia bem ser foldrBool?.

aA unica diferenca é que o valor a ser destruido é aqui o primeiro argumento quando
em foldr é o ultimo.
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Expressividade 11

Vamos considerar a seguinte codificacao. . .

True = JAzy.x
False = JMxy.y
iterB = Mzy.bzxy

Podemos verificar que iterB satisfaz as regras da definicao de iterBool.
De facto, para quaisquer termos X7, X5, temos

iterB True X X5 BN X1

iterB False X; X5 SR X5

A codificacao utilizada tem ainda uma propriedade que nao deixa de ser
interessante notar: o iterador acaba por ter um papel in6cuo no resultado

anterior — ele comporta-se essencialmente como a identidade?:

iterB True 8 True

iterB False g False

O que nos indica que podemos utilizar o A-termo associado a um dos
valores como os seus proprios destrutores. O iterador passa assim a ser
desnecessario (a identidade serve de iterador).

FEzxemplo: a funcao or poderia ser definida como,
or x y = iterBool x True y

Atendendo & propriedade dos valores funcionarem como seus proprios
destrutores teriamos entao

Azy.xz True y

aDe facto, esta funcao é extensionalmente equivalente a identidade.
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Expressividade 111

Vimos, na codificacao apresentada para o booleanos, que os valores exi-
bem a motdvel propriedade de encerrar a codificacao do iterador. Essa
propriedades nao é intrinseca a codificacao utilizada mas antes um re-
flexo de uma técnica de codificacao de qualquer tipo indutivo no
A-calculus.

Para demonstrar que assim é procuraremos codificar outros tipos induti-

vos bem conhecidos.

Pares:

data Pair a b = MkPair a b (Pair a b)
iterPair :: (Pair a b) -> (a -> b ->¢c) -> ¢
iterPair (Pair x y) = \f->f x y

projl x = iterPair x (\x y->x)

proj2 x = iterPair x (\x y->y)

Concentremo-nos entao no iterador (que ja foi escrito de forma a en-
fatizar que pretendemos codificar o iterador juntamente com o valor a
ser decomposto). A codificacao é assim directa — um par de X7, X5 é

representado como:

M.f X1 Xo
E, daqui, obtemos
Pair = Xey.(M\f.fzxzy) = dxyffzxy
iterPair = Ap.p (redundante)
Projl = Ap.p (A\zy.x)
Proj2 = Ap.p (A\zy.y)
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Expressividade IV — Naturais

data Nat = Zero | Succ Nat

iterNat :: Nat -> (a->a) -> a -> a

iterNat Zero = \f z-> z

iterNat (Succ n) = \f z -> f (iterNat n f z)

A representacao dos naturais devera ser entao

Zero = Mfz.z
(Suce X1) = Afz.f (X1 f 2)
... logo, Succ = Mnfz.f (n f 2)

conjunto de funcoes

Mz.f (f (f---(f 2))), onde ocorrem precisamente n iteragdes de f.

ExERcicio: Demonstre que a forma normal do natural n é dada pelo A-termo

Com o iterador dos naturais estamos habilitados a construir um vasto

isZero x = (iterNat x) (\x->False) True

plus x y = (iterNat x) Succ y

mult x y = (iterNat x) (plus y) Zero

que nos permite definir imediatamente

IsZero = Azx.x (Ar.False) True
Plus = MAxy.x Succy
Mult = Azy.r (Plusy) Zero

\da sua definigao para um outro médulo deste curso.

CoMmENTARIO: Existem funcoes simples sobre os naturais que sao particularmente
dificeis de codificar com o tnico recurso do iterador. Alguns exemplos sao a funcao
pred (predecessor) e o factorial. Esta dificuldade ndo é uma impossibilidade (a sua

definigdo aparece adiante num resumo de A-termos usuais) mas deixaremos os detalhes
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Sabemos que nem todas as funcoes podem ser expressas como catamor-

Recursividade genérica

fismos de tipos indutivos de dados. Coloca-se, por isso, a questao:
Como representar funcoes recursivas arbitrarias no A-calculus?
Vamos considerar o exemplo paradigmatico das funcoes recursivas. . .?

factorial 0 = 1
factorial (n+1) = (n+1) * (factorial n)

Para se compreender o significado de uma funcao recursiva é conveniente
introduzir o seguinte conceito:

Seja F' : X — X uma fungcao. Um ponto fixo de F' é um

elemento x € X tal que F(x) = x.P

Neste ponto, basta-nos observar que podemos entender a funcao factorial
como um ponto fixo do operador H definido como:

1 sen =20

H(f)(n) =

nxf(n—1) sen>0

Este operador pode ser representado pelo A-termo.
Afn.(IsZero n) (Succ Zero) (Mult n (f (Pred n)))

onde utilizamos as constantes definidas para os naturais.

2Como sabemos (MP1), a funcido factorial ndo pode ser “directamente” expressa
como um catamorfismo — mesmo se, tal como para o predecessor, é possivel definir
esta fungdo com o iterador em conjugagdo com os pares (ver definicdo no quadro de
A-termos)..

PExiste um vasto conjunto de resultados matematicos (desde Tarski, D. Scott, . ..)
que estabelece em que condicdes esse ponto fixo existe e como pode ser calculado. E, de
facto, uma disciplina que, dado o papel proeminente da recursividade nas ciéncias da
computagao, ganhou estatuto proprio (e importantissimo) e é designada por Teoria
de Dominios. Mas, mais uma vez, temos de estabelecer limites para este curso

\remetendo esse estudo para outras disciplinas da licenciatura. /
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Operador de ponto fixo

O que é extraordinario é que todo o A-termo tem um ponto fixo e esse

ponto fixo pode ser calculado por um A-termo.

Considere-se o termo
Y = MNQQz.f (zz) Ae.f (xx))
Para qualquer termo F', temos (verifique expandindo Y F')
F(YF)=YF

Logo Y F' é um ponto fixo de F.

Voltando ao factorial. . .

Em resumo, vimos que podemos representar o factorial como o A-termo

Factorial = Y (Afn.(IsZero n) (Succ Zero) (Mult n (f (Pred n))))

Note-se que a técnica apresentada nos permite representar qualquer fun-

¢ao recursiva (mesmo as que nao terminam. .. ). Por exemplo, a funcao
erro X = erro x
pode ser representada como o termo
YI=Y(Ar.x) = (A\v.xz) \v.xx =

(verifique) que ja vimos tratar-se de um termo que nao dispoe de forma

normal (a computagao nao termina).
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K =\zy.x

S =Xzyz.x z (y 2)

I=SKK=Mz.x

True =K = \zy.x
False =Axy.y
pares
Pair =\zyz.xz y
Projl =Ap.p (Azy.x)
Proj2 =Ap.p (A\zy.y)

naturais
Zero =\zs.z
Succ =Anzs.s (n z s)
IsZero =An.n (Ar.False) True
Plus =Azy.x Succ y
Mult =A\zy.xz (Plus y) Zero

op.p.fixo

o

Combinadores titeis

D=Xz.xx
Q=DD = (A\r.zz)\rxzx
booleanos

Pred =An.PrimRecNat n (Apr.p) Zero
Factorial =An.PrimRecNat n (Apr.Mult (Succ p) r) (Succ Zero)

Y =M f.(Az.f (x 2)) Az.f (z x))
FactorialRec =Y (A fn.(IsZero n) (Succ Zero) (Mult n (f (Pred n))))

PrimRecNat =Anfz.Proj2 (n (Ap.Pair (Succ (Projl p)) (f (Projl p) (Proj2 p))) (Pair Zero z))
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