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O A-calculus é uma teoria de funcoes desenvolvida nos anos 30 por Alonzo
Church.

Mesmo se este formalismo é muito anterior as linguagens funcionais mo-

Motivacao

dernas, é instrutivo fazer uso do conhecimento que dispomos dessas lin-
guagens (e.g. HASKELL) para introduzir alguns dos conceitos que sao a
base do A-calculus.

Consideremos a definicao de uma funcao simples em HASKELL:
inc = \x -> (+) x 1

A linha apresentada pode ser lida como:

inc = ... — o identificador inc é definido como...

\x— > ... — a abstragao da variavel = na expressao...

(+)x1 — que resulta da aplicagao da fungado (4) aos argumentos z e
1.2

Nesta breve incursao pelo HASKELL encontramos todos os ingredientes
que constituem a base do A-calculus. No entanto, devemos manter pre-
sente que no HASKELL encontramos numerosos conceitos que nao estao
presentes no A-calculus. Como caracteristicas do HASKELL que nao en-

contramos na teoria do A-calculus, salientamos: P

1. O HASKELL dispoe de um mecanismo de tipos que regula “a boa
aplicacao” das fungoes aos seus argumentos.

2. Como linguagem de programacao moderna, o HASKELL dispoe de
miltiplos mecanismos que nao encontramos no A-calculus (e.g. con-
corddncia de padroes; recursividade explicita; etc).

@Para sermos mais rigorosos deveriamos dizer da aplicacao do argumento 1 ao
resultado da aplicacao da fungao (+) a x.
bPelo menos numa primeira fase do estudo onde nos concentramos no A-calculus

\sem tipos. /
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Sintaxe

O conjunto de A\-termos A é dado pela seguinte definicao indutiva
e Se x € Vars entao x € A (variavel)
e Se M,N € A entao (M N) € A (aplicagao)
o Sex € Varse M € A entao (\z.M) € A (abstracgao)

onde Vars é um conjunto contavel e infinito: as varidveis. Denotamos

as variaveis por letras mintsculas e os termos por letras maitsculas.

Convencgoes sintacticas:

e precedéncia: considera-se a aplicagao com uma maior precedéncia do

que a abstracao.
e associatividade: a aplicacao é associativa a esquerda.

e abstracoes multiplas: podemos representar o termo Az.(Ay.M) por
Ary. M.

e remocao dos parénteses: sempre que as regras apresentadas acima

permitam reconstruir o termo original, podemos omitir os parénteses.

Exemplos:

Axy.xy z o~ Ar.(Ay.((x y) 2))
Azy z)zy ~ ((Az.(y ) 2) y)
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O papel exercido por uma variavel num A-termo depende crucialmente de

variaveis livres e ligadas

esta se encontrar (ou nao) vinculada a um \. No primeiro caso dizemos
que se trata de uma ocorréncia de uma variavel ligada e no segundo livre.

variaveis livres: As variaveis livres de um A—termo sao definidas recur-
sivamente como:

FV(z) = {z}
FV(M N) = FV(M)UFV(N)
FV(Az.M) = FV(M)\{z}

As variaveis ligadas como
BV (x) =1
BV(M N)=BV(M)UBV(N)
BV(Ax.M)={xz} UFV (M)

Termos sem variaveis livres dizem-se termos fechados ou combinado-
res.

OBS.: uma variavel pode ocorrer simultaneamente no conjunto de varia-
veis livres e ligadas de um termo (e.g. x em (Ax.y x) x).

As variaveis livres sao as que mais se aproximam da utilizagao corrente em
matematica: o seu significado depende de uma valora¢io (substituigao)
que se defina no “contexto de calculo”. Ja as variaveis ligadas devem ser
entendidas como pardmetros da expressao lambda. Nessa perspectiva, o
identificador concreto utilizado numa variavel ligada nao é importante,
i.e. devemos identificar termos como:

AT.x e Y.y

N /
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Para formalizar o diferente comportamento das variaveis livres e ligadas

Renomeacao de variaveis

vamos introduzir o conceito de renomeacao de uma variavel num
termo (denotamos a renomeagao da variavel v pela variavel x em M por

Mv/x])*

Ao/l = zZ sezZw
(B F)lv/z] = (Elv/z] Flv/z])
Az E se z =0
(A\z.E)v/x] =

Efv/x]) sez#w

Algumas Propriedades:”
o Mlz/x] =
e Note-se que a renomeagao so afecta as ocorréncias livres das variaveis (e.g.
((Az.y x) x)[x/a] = (Ax.y x) a)). De facto, facilmente se obtém que
FV (M) sev g FV(M)
V(Mlv/x]) =
(FV(M)\{v})U{x} seve FV(M)

e Se x & FV(M) entao M[v/x] é uma operagao reversivel, i.e.

(Mv/z))]z/v] = M

Por outro lado, se v,x € FV (M), M[v/z] identifica varidveis que dan-
tes eram distintas (dai que ndo possamos encontrar uma renomeagao que

inverta a efectuada).

alremos utilizar o simbolo = para denotar a igualdade sintactica entre dois

/
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termos. Assim, x = y diz-nos que x e y sdo a mesma variavel.

PTodas elas demonstraveis por inducdo simples na estrutura do termo.
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a-equivaléncia

Estamos agora em condigoes de definir a equivaléncia pretendida nos

termos: a «a-equivaléncia. Intuitivamente dizemos:

Dois termos dizem-se a-equivalentes (=) quando diferem ape-

nas nas varidveis ligadas.

A formalizacao deste conceito pode ser conseguida por uma definicao

indutiva da relacao pretendida:

sexr =y

o
r=1y

M= M N =N’
(M N)= (M’ N

N = Mlz/y]
\e.M = \y.N

yZFV(M)oux =y

A regra de abstraccao é a responsavel por tornar equivalentes termos com
diferentes escolhas de identificadores nas variaveis ligadas. Note-se que a
condicao lateral imposta nessa regra é tal que impede que a abstracgao
considerada no termo do lado direito da conclusao (Ay) “capture” uma

variavel livre do termo do lado esquerdo (Ax.M).

A substituicdo de um termo M por um termo N a-equivalente é normal

chamar-se a-conversao.

o /
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a-equivaléncia (cont.)

exemplos:
ety = Az.zy
Mey.x (y x) = Aab.a (ba)
Az z) (zzx) = (yyy) (z )
mas nao:

exy £ Ayyy
ez z) (zz) # Qyyy) (yy)

o problema nestes tltimos casos é que a substituicao das variaveis ligadas
interfere com as variaveis livres: no primeiro caso y é livre no lado es-
querdo e passa a ligada no lado direito; no segundo x ¢ simultaneamente
ligada e livre no lado esquerdo pelo que s6 deve ser substituida enquanto
ligada.

Algumas Propriedades:?

(6

e = ¢ uma relacao de equivaléncia (i.e. reflexiva, transitiva e simétrica)

e Se M = N entdo FV(M) = FV(N)

OBSERVAGAO: PODEMOS ENTENDER A INTRODUGAO DA EQUIVALENCIA-& COMO
UM ARTIFICIO TECNICO PARA ULTRAPASSAR UMA LIMITAGAO DA SINTAXE UTILIZADA
(TERMOS DE ATRIBUIR UM IDENTIFICADOR AS VARIAVEIS LIGADAS QUANDO NAO NOS
INTERESSA DISTINGUIR ENTRE DIFERENTES ESCOLHAS DESSE IDENTIFICADOR). ASSIM,

TODA A TEORIA SERA DESENVOLVIDA ‘MODULO” a-EQUIVALENCIA.

, . . - . - .o~ o
aDemonstraveis por indugao nos termos e indugao na definicao de =. No segundo
caso temos oportunidade de fazer uso de propriedades referidas atrés.

o /
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f-redex

Se pensarmos numa abstraccao como a parametrizacao da regra de cal-
culo numa fungao levanta-se a questao de como calcular essa regra quando
é instanciado o parametro (i.e. a aplicacdo de uma fungdo a um argu-

mento).

Apelemos mais uma vez ao conhecimento que dispomos da linguagem
HASKELL: Considere-se a aplicagdo de uma fungao a um argumento (e.g.
a expressao (\ x->x+1) 3). Nos sabemos que o processo de célculo se

processa Co1mo:
\x >+ x1)3 = )31 = ... = 4

Assim identificamos o resultado da aplicagao da funcao apresentada ao
argumento como sendo a substituicao, na expressao (+) x 1, da variavel

x por 3.

Na notagao do A-calculus, procuramos o significado da aplicacao de um

termo a uma abstraccao — o que se designa por J-redex
Oe.M) N 2% Mz — N]

Dizendo nesse caso que (Az.M) N [(-reduz-se em M [x < N]

M |[x < N] denota a operagao de substituicao, no termo M, da variavel
livre x pelo termo N. Esta operagao generaliza a operacao de renomeac¢ao
definida atras.

o /
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A definicao da operacao de substitui¢cdo encerra algumas subtilezas para

Substituicao

garantir que o processo nao compromete a natureza das variaveis livres e
ligadas.

Sejam M, N termos e x uma variavel. A substituicao das ocorréncias
livres de x em M por N (que representamos por M|[x < N| — ope-
racao com maior precedéncia do que a aplicacao e também associativa a
esquerda) é definida recursivamente por

N sez==zx

zlx — N =
Z sezZ«x
(E F)lxr<— N] = (E[x+ N| Fl[x+< N))
(A\y.E)[x — N] = Xz.((Fly/z])[xr < N]) ,sendo z uma variavel nova?

E curioso notar que a definicdo apresentada nio nos fornece “um” resul-
tado concreto — qualquer escolha para a variavel nova na clausula da
abstraccao é possivel. A esse respeito note-se que a escolha de diferentes
variaveis novas nos conduz a resultados a-equivalentes, pelo que a defini-
cao determina univocamente o resultado médulo a-equivaléncia.

Para enfatizar a necessidade de considerarmos a introducao da variavel
nova, considere-se o seguinte termo:
Ny x)ly—wez]£ . (ya)ly—wz]=...= xwzxx

o que faz com que uma ocorréncia livre de uma variavel (z no termo
(w x)) passe a ligada...(diz-se que é capturada pela abstracc¢do). Ja
se procedermos a correcta manipulacao do termo obtemos o resultado
esperado:

Ay z)[y — w z] = (Na.(y 2)[z/a]ly —w x| =Aa.(y a)[ly —w ] =... = daw z a

N /
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Propriedades da Substituicao

Facilmente se demonstra que
MEM = Mz« N|= Mz N]

sendo entao evidente que a substituicao é uma operacao definida moédulo

a-equivaléncia.

Outras propriedades que resultam directamente da definicao e que sao
sempre utilizadas para simplificar casos particulares na aplicagao da subs-

tituicao:
e Sex & FV(M) entdo M[z «+ N] = M
o (A\z.M)[x +— N] = \z.M
e Se z ¢ FV(N) entdo (\z.M)[y < N] = Az.(M[y < N])

Propriedades adicionais:

e Lema da Substituicao® — Sexz #y e z ¢ FV(L), entao

Mz — N[y — L] = M][y«— L][z < N[y — L]]

aEste resultado pode ser demonstrado por inducao em M. Dado que trabalhamos
moédulo a-equivaléncia, existe um argumento que diminui muito o niimero de casos
a considerar: a convengao das variaveis — nesta convencao adoptam-se representa-
tivos para as classes de equivaléncia-a em que as variaveis livres e ligadas sao sempre

distintas.

o /
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Reducao § (um passo)

Um f-redex é um A-termo com uma estrutura muito rigida. Considere-se

o seguinte termo:
z ((A\y.y) )
Nao se tratando de um [-redex, este termo “contém” um [-redex logo é

natural que possamos reduzir esse sub-termo resultando em (z z).

A definicao da relagao de S-redugao incorpora esta possibilidade de re-

duzirmos um qualquer sub-termo do considerado:

(\e.M) N -5 Mz — N]

M2 N

(x M) -2 (x N =

ML2N
(M X) 25 (N X)

vX

ML N
Ao M -2 Az N

Ve, M

aUma relacao sobre o conjunto de A-termos R C A x A diz-se compativel com a
estrutura dos termos se

((Az.M),(Az.N)) € R
(M,N)e R = (PM),(PN)) e R , VP € A
(MP),(NP)) € R , VP e A

Assim, a relagao de -redugao pode ser definida de forma compacta como a menor

relagdo R compativel com a estrutura dos termos em que ((Az.M) N, M[x «— NJ]) € R

/
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Quando obtemos N a partir de M por um ntmero finito de reducgoes (3

B-reducgao (cont.)

dizemos que M LN N. Formalmente, A, é o fecho reflexivo e transi-
tivo da relacao de reducao-(3. Ao fecho reflexivo, transitivo e simétrico

~ . al s . B .
da reducao-5 chamamos equivaléncia-( e denominamos por = (ou sim-

plesmente por =)?.

Quando num termo existem varios -redex, um passo de reducao-3 conduz-
nos a diferentes termos (conforme escolha do redex).

Exemplos:
(Az.(Ay.x y) ) (A\x.x x) 2, (Az.x z) (Ax.x )

(Az.(A\y.x y) ) (A\z.x x) 2, Ay.(Az.x z)y) (A\r.x )

Uma estratégia de reducao determina qual o redex a ser reduzido
quando dispomos de varias alternativas. As mais simples sao:

e leftmost-innermost: opta pelo primeiro redex (mais & esquerda) mais
interior (i.e. que nao contém qualquer outro redex como sub-termo)

— primeiro exemplo.

e outermost-leftmost: opta pelo redex mais exterior que se encontrar
mais & esquerda — segundo exemplo.

Quando um A-termo nao contém nenhum S-redex dizemos que se encon-

tra na forma normal. Se um termo M —ﬁ» N e N esta na formal

normal diz-se que N & (um)a forma normal de M e que o termo M &
normalizavel. Um termo para o qual toda a estratégia de reducao nos
permita obter (um)a forma normal diz-se fortemente normalizavel.

aF importante que estamos a desenvolver toda a teoria modulo a-equivaléncia.

/
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Propriedades 1

Questoes:
1. Sera que todo o termo dispoe de uma forma normal?
2. Sera que um termo pode ter duas formas normais distintas?

3. Quando um termo dispoe de forma normal, serd que existe uma es-

tratégia que nos permita encontra-la?

Computacao infinita

Existem termos para os quais a sequéncia de reducoes é infinita.

Q=MNxzx) e.cxx — (Axzx)arxxr — Aoz \voczx

Logo, €2 nao pode dispor de forma mormal pelo que se responde nega-
tivamente a primeira questao. Por outro lado, facilmente construimos
um termo que dispoe de uma forma normal e também de uma sequéncia

infinita de redugoes (o que reforga a pertinéncia da terceira questao)
(Azy.y) Q (Az.x)

(se optarmos sempre por reduzir o redex de 2 somos levados a uma
computacao infinita mas se reduzirmos o primeiro redex obtemos direc-
tamente Ax.x que estd na forma normal). Neste caso verificamos que
a estratégia outermost-leftmost nos permite obter a forma normal, ao
contrario da leftmost-innermost que nos conduz a sequéncia infinita de

reducoes. Este é um resultado que se pode demonstrar:

Se um A-termo é normalizavel entao a estratégia outermost-

leftmost permite obter a forma normal.

N /
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pode um termo ter diferentes formas normais?

Uma visao computacional do A-calculus leva-nos a identificar:

reducao-(3 & computacao
A-termo = programa
forma normal & resultado
seq. infinita de redugoes & nao terminagao

Assim, um termo dispor de diferentes formas normais corresponde a um
programa poder dar diferentes resultados (ou seja, uma computacao ndo

deterministica).
Propriedade Church-Rosser

Se M £, X1 eM A, Xo entao existe um termo N tal que
X; 25 N e X, 25 N.

corolario: Se N; e Ny sao formas normais de M entao N; = Ns.

N /

BACELAR,JBB @ DI - Universidade do Minho 2° semestre




Moaodulo I: A-calculus 14

4 A

Extensionalidade

O principio da extensionalidade diz-nos que duas funcoes sao iguais
se tiverem o mesmo dominio e produzirem o mesmo resultado para todos

os valores desse dominio, i.e.
(Vo . fr=gz) = [f=¢g

Sendo o A-calculus uma teoria de funcoes, é razoavel questionarmo-nos
se, nessa teoria, também se verifica a extensionalidade — ou seja, se para
termos F, G

(VM . FM=GM) = F=(G

A reducao-, por si s0, nao satisfaz a extensionalidade, como se verifica

analisando a lei anterior para os termos Az.Fx e E

(VM . (A.Ex)M =EM) # (Az.Ezx)=F
(o lado esquerdo verifica-se por um passo de redugao-(3 enquanto, no lado
direito, nada nos permite derivar a equivaléncia).

Se, ao A-calculus, adicionarmos uma nova regra de reducao
n
e Mx —

ficamos com uma teoria que satisfaz o principio da extensionalidade. De
facto, considerando termos F, GG, se Fx = Gx temos, porque = é compati-
vel com estrutura dos termos, A\z.Fax = Az.Gx que n-reduz em F = G. E
habitual designarmos por \,-calculus (ou Agy-calculus) o A-calculus com
reducao-n. Todas principais propriedades do A-calculus sao preservadas

com a introducao desta reducao.
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