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1. Introducao.
(a) Sintaxe
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Introducao

A Locica pE PRIMEIRA ORDEM (LPO) aumenta o poder expressivo da
linguagem légica introduzindo a capacidade de descrever propriedades de

objectos e de relacionar essas propriedades.

Exemplos

(i) Se a quantidade x é par entdo x + 1 é impar.

(ii) Se o valor da variavel = é maior do que 0 entdo o programa P termina.
(iii) Todo o pais P tem uma cidade C que € capital de P.

Para representar os objectos a LPO define entidades sintacticas chamadas
termos. Para descrever as propriedades desses objectos a LPO introduz
entidades sintacticas chamadas predicados. ?

Os objectos podem ser determinados através de simbolos constantes
ou através de construgoes, a partir de outros objectos, por aplicagao de
simbolos de funcoes.

Os objectos podem ainda ser indeterminados e, nesse caso, sao descritos
por variaveis.

Propriedades atémicas sao descritas por simbolos de predicados apli-
cados a representagdo de objectos. Propriedades (atémicas ou nao) po-
dem ser combinadas usando conectivos proposicionais.

Propriedades que contenham objectos indeterminados sao indetermina-
das. Uma propriedade indeterminada pode-se tornar determinada recor-

rendo a quantificadores.

aE possivel pensar numa linguagem que represente nio sé propriedades de objectos
como também propriedades de transformagées de objectos, ou propriedades de propri-
edades, ou propriedades de transformacoes de propriedades, etc. Uma tal linguagem

\\jé nao é “de 1* ordem” e designa-se por légica de ordem superior. /
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O exemplo (i) do acetato 1; nele correm dois termos:

O primeiro representa uma quantidade completamente indeterminada; por isso

a forma apropriada é uma varidvel x.

O segundo, = + 1, é construido por um simbolo de funcao, + , aplicado a = e
& quantidade representada pelo simbolo constante 1.

As propriedades par e impar requerem a introducao de dois simbolos de predi-
cado, respectivamente par e impar. As duas propriedades referidas no exemplo

serao entao
par(x) e impar(z + 1)

Ambas as propriedades sao atémicas. O exemplo descreve, no entanto, uma
relacao de implicagao entre ambos que sera, claramente, expressa usando o
conectivo proposicional D

par(z) D impar(z + 1)

Esta propriedade é indeterminada, porque contém a variavel x que representa
uma quantidade indeterminada. A propriedade pode-se tornar determinada se
a ela for aplicado um quantificador. A esséncia do exemplo é que a afirmacao
feita deve ser valida qualquer que seja a quantidade que z representa. Por
isso o quantificado aqui usado é o quantificador universal e a propriedade
podera ser escrita

Vz. par(z) D impar(z + 1)
O

O exemplo (iii) do mesmo acetato apresenta dois objectos indeterminados (pais
e cidade) denotados pelas varidveis P e C. Duas propriedades “ser pais” e
“ser cidade”, sao representados pelos simbolos de predicado pais e cidade.

pais(P) : cidade(C)

A propriedade “ser capital de” é representada pelo simbolo de predicado binario
capital-de; aplicado a P e C origina o predicado atémico capital-de(P,C).

\\ (continua) /
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Estes trés predicados atémicos sao todos indeterminados. Para os determinar
(traduzindo o sentido do exemplo) é necessario juntar quantificadores.

Pretende-se traduzir o conceito que, par todo P, caso se verifique pais(P),
existe C' que verifica cidade(C) e verifica capital-de(P,C).

Ou seja
VP. pais(P) D (3C. cidade(C) A capital-de(P, C))

Os dois quantificadores (V e 3) — um por cada uma das varidveis — determinam
os predicados.
(|

Sintaxe

Dado um conjunto de simbolos constantes C de simbolos de funcoes F,
de simbolos de variaveis V e de simbolos de predicados P, define-se

Termos O menor conjunto de entidades T gerado por
T =YV I|C|FT---T
Predicados atémicos O menor conjunto £, gerado por
Lo i= L |PT---T
Predicados (férmulas) O menor conjunto £ gerado por
Luo=Ly | "L|LAL|LVL | LDL|VV.L|TIV.L

O

A nocao de termo e predicado determinado é expresso através da nocgao

de varidvel livre e de varidvel ligada numa férmula.

Um termo ou um predicado atémico que nao contenha varidveis diz-se

fechado ou determinado.

N /
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diz-se ligada em P ; uma varidvel que nao esti associada a nenhum

vars(V,U1,T,U)
varss(_,U,[]1,0).
varss(V,U1, [H|R],U)

quantificador diz-se livre em P . Um predicado sem varidveis livres

diz-se fechado ou determinado.

O seguinte programa PROLOG determina o conjunto de varidveis livres num
predicado genérico. Dada a possivel ambiguidade na representagao de varié-
veis e constantes como 4tomos PROLOG, o parametro V é usado para definir o

conjunto de varidveis em cada predicado PROLOG.

% variaveis livres
livres(V,-(P), U)
livres(V,P & Q ,U)
livres(V,P v Q ,U)
livres(V,P => Q,U)
livres(V,qualquer(X,P),U) :- livres(V,P,Ul), delete(U1,X,U).
livres(V,existe(X,P)

livres(V,P,U) -

% variaveis acumuladas em termos
vars(V,U1,T,U)

((member (T,V)

Exemplos

| ?- livres([x,y], p(x) => qualquer(y, q(y,x)), U).

U= [x] 7

yes

| ?- livres([x,y], p(x) => qualquer(x, q(y,x)), U).

U= [x,y] 7
yes

um predicado genérico P uma varidvel associada a um quantificador

:- atom(T),
:- T =.. [_|Args], varss(V,Ul,Args,U).

:- vars(V,U1,H,U2), varss(V,U2,R,U).

~

livres(V,P,U).

livres(V,P,U1), livres(V,Q,U2), uniao(U1,02,0).
livres(V,P,U1), livres(V,Q,U2), uniao(U1,U2,U).
livres(V,P,U1), livres(V,Q,U2), uniao(U1,U2,U).

, U) :- livres(V,P,Ul1), delete(U1,X,U).
P =.. [_|Args], varss(V,[],Args,U).

»\+ member(T,U1)) -> U = [T|U1] ; U = U1).

/
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Substituicao

Para determinar férmulas indeterminadas (e além do uso de quantifica-

dores) é possivel usar substituicoes.

A substituicao num termo ¢ de uma variavel z por um segundo termo

i € uma transformagao de termos cujo resultado se escreve

tlp/z]  ou  tlz:=y]
A substituicao define-se indutivamente na forma do termo:

(i) Se t coincide com z entdo t[u/z] = p; todos os outros dtomos (constantes

ou variaveis diferentes de z ) ndo sdo afectados pela substituicdo.

(i) Em alternativa a substituicdo de ¢ obtém-se aplicando a substituicdo aos

argumentos desse termo.

O seguinte programa PROLOG implementa a substituicdo em termos; cada subs-

tituicdo [t/x]| é representada por um par [x,t].

% substituicao em termos
subsT(V, [X,T],Y,U) :- atom(Y), member(X,V), (X == -> U=T ; U=Y).
subsT(V, [X,T],W,U) :-
W=..[F|As], subsTs(V,[X,T],As,Bs), U =..[F|Bs].
subsTs(V, [X,T],Ts,Us) :- map(Ts,subsT(V,[X,T]),Us).

(|

A substituicao numa férmula ® de uma varidvel x por um termo u
é uma transformagao que s6 afecta ® se x for uma variavel livre nessa

férmula.

Nesse caso a féormula transformada, representada por

®p/z]  ou  @lz:=y

define-se da mesma forma indutiva usada na substituicao em termos:

/
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(i) @ [u/x] =P se = nao é livre em 9.

(ii)) Se z élivreem ® e ® = Op ®; ... P, , em que Op é um dos prefixos
Yy. ou dy., é um conectivo ou é um simbolo de predicado, entao a
substituicao z em ® obtém-se aplicando essa mesma substituicao

a cada um dos elementos ®;...P,, .

O seguinte propgrama PROLOG implementa esta definicao em trés clausulas
para o predicado subsF: a primeira aplica-se a formulas quantificadas, a segun-
da a férmulas construidas por conectivos e a terceira a predicados atémicos
construidos a partir de termos. S6 na 1* clausula é necessario verificar se a

varidvel de substituicao é livre ou nao.

A dltima clausula extende a substituicdo a listas de férmulas.

% substituig8o em foérmulas
subsF(V, [X,T] ,W,U) :-
w=.. [0p,Y,P], (Op= qualquer ; Op= existe),
(X == Y -> P=Q ; subsF(V,[X,T],P,Q)), U=.. [0Op,Y,Q].
subsF(V, [X,T],W,U) :-
w=.. [OplAsl, (Op= ’-’> ; Op= &’ ; Op= ’v’ ; Op= ’=>’),
subsFs(V, [X,T],As,Bs), U=.. [Opl|Bs].
subsF(V, [X,T],W,U) :-
W=.. [OplAs], subsTs(V,[X,T],As,Bs), U=.. [Opl|Bs].
subsFs(V, [X,T],Ws,Us) :- map(Ws,subsF(V,[X,T]),Us).

Exemplos de aplicagao deste programa

| ?7- subsF([x,yl,[x,al, p(x) => qualquer(y,q(x) & p(y)), U).
U = p(a)=>qualquer(y,q(a)&p(y)) 7

yes

| ?- subsF([x,y],[x,a]l, p(x) => qualquer(x,q(x) & p(y)), U).
U = p(a)=>qualquer(x,q(x)&p(y)) 7

yes

N /
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A LPO é formada por duas classes de entidades sintacticas: termos T

Semantica

(representando objectos) e predicados L (representando propriedades);
assim dar significado & LPO implica definir o significado de termos e o
significado de predicados.

Dar significado a um predicado ® realiza-se verificando a sua validade
num determinado modelo M expressa numa relacao

ME T

Dar significado a um termo bem determinado ¢ (i.e. um termo sem
variaveis) realiza-se associando esse termo a um objecto mateméatico bem
determinadop € S elemento de um conjunto S previamente escolhido.
Uma tal associacao t — u designa-se por interpretagao do termo ¢ na
estrutura S e é descrita por uma funcao

c:T — S

Exemplo
Os termos 1, 1+1—1 e 0+ 1 sao termos bem determinados, distintos entre

si, que podem ser todos interpretados em N pela unidade 1.

Esta interpretacao d4 o mesmo significado aos trés termos. Note-se, porém,
que esta a interpretacdo 7 — N, é apenas uma das interpretacdes possiveis;
outras interpretacoes darao significados distintos aos trés termos.

Nomeadamente é possivel tomarmos para estrutura S =7 e, como funcdo de
interpretacao o, a funcao identidade; isto é, cada termo é interpretado por si

proéprio e dois termos distintos sao sempre interpretados de modo diferente.

O

A interpretacao dada por S = T e o = id chama-se interpretagao
de Herbrand e os modelos que dai resultam chamam-se modelos de

\\Herbrand. /
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A interpretagao de Herbrand sé define significado de termos determinados. Para
um termo t com varidveis é necessario definir valores para as varias variaveis

que podem ocorrer nesse termo.

A associacao de valores a varidveis é feita pela nocao de atribui¢do: isto é, uma
fungao que associa varidveis a elementos da estrutura de interpretagao S. Na

interpretagao de Herbrand S = T ; portanto sdo termos; logo

Numa interpretacao de Herbrand uma atribuigao é uma fungao
v:V —T

Dado um termo ¢ representamos por t¥ o termo determinado que se

obtém substituindo cada variavel z pelo seu valor v(z)
t¥ = tv(z)/z] para todo z €V
O programa PROLOG seguinte implementa atribuicoes como listas de pares
[x,t]. Por exemplo a atribuicao
{z—a,y—0b, z— c(a,b)}
é representada pela lista [[x,a], [y,bl,[z,c(a,b)]].

O programa implementa a substituicao miltipla através do “predicado de ordem

superior” foldr.

% Substituigdo miltipla

subsFF(V,Atrib,W,U) :- foldr(W,Atrib,subsF(V),U).
subsTT(V,Atrib,W,U) :- foldr(W,Atrib,subsT(V),U).
Exemplo

| ?- subsTT([x,y,zl,[[x,al,[y,bl,[z,c(a,b)]1], t(x,y,2), U).
U = t(a,b,c(a,b)) 7

yes

N /
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Um modelo de Herbrand é um conjunto, finito ou nao, de predicados

/ Modelos de Herbrand na LPO

atomicos determinados; i.e. predicados da forma p(t1,--- ,t,) em que os

termos t; nao contém variaveis.

Exemplo
Numa linguagem com simbolos de predicado P = {>,par} e constantes C =
{0,1,2}, o seguinte conjunto é um modelo de Herbrand,

M={2>1,1>0, par(0), par(2) }

A definicao de validade de predicados tem de considerar separadamente
predicados determinados e predicados indeterminados; predicados inde-
terminados sao validos ou nao consoante os valores eventualmente asso-

ciados as suas variaveis livres.

Tal como nos termos a associacao de variaveis a valores é feita por atri-

buicoes v:V — T . Dado um predicado indeterminado @ , define-se
¢Y = P [v(z)/z] para todo z €V (2)

Para um predicado determinado @, a validade exprime-se numa relacao
binaria entre um modelo M e ® escrita

MEd

Se ® é indeterminado a validade exprime-se numa relagao ternéria entre

um modelo M , uma atribuicdo v e o predicado @, escrita
M,vEd
e definida, a partir da relagao binéria, por

M,vE= o sse M E @Y (3)

(continua)

N %%
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A relagdo binaria = para predicados determinados, atomicos ou gerados

por conectivos, define-se indutivamente da forma usual:
> MpE L
> MEp(ti...tn) sse p(ti...tp) € M
> ME®AT sse MEP® e MEVT
> ME®VY sse ME® ou MEVY
> ME®DU sse MEP ou MET

Para predicados quantificados determinados, em modelos de Herbrand, a
sua validade pode ser definida percorrendo todas as eventuais substitui-
coes da variavel de quantificagao

> ME (Vz.®) sse ME®[t/z] paratodo teT
> M (Jz.®) sse ME®[t/z] paraalgum teT
U
A nocao de validade aplica-se a teorias T’

> Em teorias fechadas (nenhum A € I' contém variaveis livres).
MET se MEA paratodo AeTl

> Em teorias abertas (com variaveis livres):

MoET se M,u=A paratodo AeT

e permite definir as nocoes de consequéncia seméantica, tautologia e

inconsisténcia percorrendo os varios modelos M e atribuigoes wv.
> I'E® se M,vET implica M,v = ® para todo M e todo wv.
> & é uma tautologia se M,v = ® para todo M e todo wv.

> T é inconsistente se M,v [T para todo M e todo v.

N /
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/A noc¢ao de consequéncia semantica e de consisténcia de uma teoria sao essen-
ciais & correccao de sistemas de dedugao na LPO.

15 PROPOSICAO Seja I' uma teoria e ® um férmula

(a) Verifica-se T' = ® se e sése {I', -®} é inconsistente.

(b) Toda a teoria I' que contenha ® e —® é inconsistente.

(c) Se T' é inconsistente e A D T' entao A é inconsistente.

(d) Se {T', -®} e {I', &} sao inconsistentes, entao I' é inconsistente.

(e) T' é inconsistente se e s6 se I'Y é inconsistente para todo wv.

Face a (a), o resultados (b), (c) e (d) estabelecem, respectivamente, regras de
inclusao, monotonia e corte.

A componente proposicional da LPO exprime-se da forma seguinte:

16 PROPOSICAO Sejam a e 3 predicados genéricos conjuntivos e disjuntivos
definidos nos seguintes quadros.

o a1 O2 B B1  PBe
PAQ P Q ~(PAQ) | -P —Q
~(PVQ) | P —-Q PVQ P Q
-~(PD>Q)| P -Q P>Q -P  Q

Entao
(a) {T', a} é inconsistente se e s6 se {I', a1, a2 } é inconsistente.

(b) {T', B} é inconsistente se e s6 se {I', B1} e {I', B2} sao incon-
sistentes.

(c) {T', =—®} é inconsistente se e s6 se {I', ®} é inconsistente.

As provas de ambos as proposigoes sao uma consequéncia imediata das defini-

\\g()es do acetato anterior. /
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EOREMA Seja t € T um termo fechado e a uma qualquer variavel que

for

nao ocorreem I' ou .

(a) Se a teoria {I', (Vz.®), ®[t/z]} é inconsistente entdo também a

teoria {I', (Vz.®)} é inconsistente.

(b) Se a teoria {I', (Jz=.®), ®[a/x]} é inconsistente entdo também a
teoria {I', (Jz.®) } é inconsistente.

(c) Se a teoria {T', =(Jz.®), -®[t/x]} é inconsistente entdo também
{T', =(3z.®) } é inconsistente.

(d) Se a teoria {I', =(Vx.®), ~®[a/x]} é inconsistente entdo também
{T', =(Vz.®) } é inconsistente.

Prova A prova formal deste importante teorema pode ser vista no texto de
M. Fitting (citado como referéncia complementar deste curso). Um esquema

de prova pode, no entanto ser apresentado para dois dos resultados:
Em (a), se {I',(Vz.®)} fosse valido para algum modelo M e atribuicdo v en-

tao seria M, v |= ®@[t/x]| contrariando a inconsisténcia de {I, (Vz.®), ®[t/x]}.

Em (b), se {I', (3z. ®)} fosse valido num par M,v existiria um termo ¢ tal
que M,v | ®[t/x]. Definindo uma nova atribuicio v’ = v U {a — t}, é
possivel construir um par M,v’ que valida todas as formulas em I',® que o
anterior par validava (o que é possivel porque a nao ocorre em I',®) e ainda
valida ®[a/x]. Portanto {I',(3z.®),P[a/x]} ndo poderia ser inconsistente o
que contraria a nossa hipodtese.

Os resultados (c) e (d) provam-se de forma anéloga a (a) e a (b).

a

Note-se que, em (b), a “nova” variavel a pode ser vista como um identificador

para o valor especifico t onde ® é valido. Para nao criar ambiguidades com
nomes existentes tem de ser diferente dos outros identificadores que ocorrem em

I',®. Esta abordagem é seguida na definigao de sistemas de deducao baseados

\\neste resultado. /
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/Do mesmo modo que férmulas proposicionais de agrupam em férmulas
a (conjuntivas) e formulas B (disjuntivas), também as férmulas quan-
tificadas se podem agrupar em férmulas & , ditas universais, e formulas

~ , ditas ezxistenciais.

Se acordo com os seguintes quadros, para cada termo termo fechado %,

uma férmula § estd associado a uma formula §(¢) e, para cada varidvel

a, uma férmula ~ esta associado a uma férmula ~y(a).

) 5(t) g (a)
Vo. @ Ot/ x] dz. ® dla/z]
—dz. ® | ~P[t/x] —Vz. ® | -P[a/x]

5 COROLARIO Seja t € T um qualquer termo fechado e a uma qualquer

variavel que nao ocorre em I' ou ~.
(a) {I', 4, d(t) } éinconsistente se e s6 se {I', d} & inconsistente.

(b) {T', v(a)} é inconsistente se e s6 se {I', v} ¢ inconsistente.

Prova
Para as férmulas § a proposicdo 15 diz-nos que a inconsisténcia de {I', d }
implica a inconsisténcia de {I', §, d(¢) } . O teorema 5 determina o resultado

inverso: a inconsisténcia da segunda teoria implica a inconsisténcia da primeira.

Para férmulas -, sendo {I', v(a)} inconsistente também sera inconsistente
{T, v, v(a)} (proposicdo 15) e, pelo teorema 5, é inconsistente { ', v } .

Inversamente, sendo {I', v} inconsistente, assumindo que {I', v(a)} n&o é

inconsistente obtem-se uma contradicao.

Tomemos, por exemplo, o caso v = Jz.® . Se {I', P[a/z]} ndo for inconsistente
existitird um modelo M e uma atribuigdo v que valida I' e ®[a/z|. Usando

a “testemunha” ¢ = v(a), esse modelo validara também Jz.® contrariando a

/

1999-2000

\\hip(’)tese de inconsisténcia de {[',3x. P} .
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Sistemas de Deducao Hilbertianos para a LPO

Recordemos, no moédulo I, a definicao de sistema de dedugao hilbertiano no
acetato 13 e apresentacao de um tal sistema para a LP no acetato 14.

Pretende-se estender estas nocoes para a LPO; para tal vamos comecgar por
uma LPO minima determinada por conectivos D, — e pelo quantificador V.

A definigao de sistema de dedugdo mantém-se como se mantém os trés axiomas
e a regra do Modus Ponens. A introducdo do quantificador exige dois novos

axiomas e uma nova regra de inferéncia.
(A1) PO>QDOP

(A2) (PODQDR)D(PDQ)DPDOR
(43) (-PDQ)D(~PD>—-Q)D P
(As)
(4s)

Ay) (Vz. P) D P[t/z] para todo o termo fechado ¢

As) (Vz.PDQ)DPD(Vz.Q) se £ nao é livre em P.

(MP) P PDOQ Modus Ponens
Q
(Gen) P Generalizagdo
Vz. P

O axioma (A4) traduz a instancia¢do de um predicado quantificado a um deter-
minagdo particular. O axioma (As) define a distributividade da quantificagao
universal em relagcao & implicacao quando o antecedente desta nao depende da
varidvel de quantificacgao.

A regra da generalizacdo diz que, se for possivel deduzir P sem que tal dependa
do valor de z, entao P ¢é universalmente valido qualquer que seja o valor

associado a .

Nestas circunstancias é legitimo concluir a validade de (Vz. P).

/
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xemplo 1 Prova hilbertiana para a relagdo (Vz.—P) F —(Vz. P) recorrendo
aos dois resultados trans e dneg provados nos acetatos 15 e 16 do médulo L.

—(Vz. P) [ Vz. P ]
1. —(Vz.P) MP 2,3,4
2. (==(Vz.P) D P[t/z]) D (——(Vz. P) D =P[t/x]) D
D —(Vz. P) Aj
3. ——(Vz.P) D Plt/z] trans 5,6
4. ——(Vz.P) D —PJt/z] MP 7,8
5. ——(Vz.P) D (Vz. P) dneg
6. (Vz.P) D P[t/x] Ay
7. =P[t/x] D (-~ (Vz. P) D —PJt/x]) A,
8. —Pl[t/z] MP 9,10
9. (Vz.—-P) D —Pjt/z] Ay
10. Vz.-P hipo6tese

ser facilmente provada usando os trés resultados dos acetatos 11 e 12.

inconsisténcia justifica a inconsisténcia das teorias que as precedem.

O processo para quando s6 restam teorias trivialmente inconsistentes.

A mesma consequéncia, agora em foram seméantica (Vz.—P) = —(Vz. P), pode

Note-se (pela proposi¢ao 15) que esta consequéncia é equivalente a inconsistén-
cia da teoria { (Vx.—P), =—(Vz.P) }. A prova constroi-se através de um quadro

de inconsisténcias onde, sucessivamente, se registam as teorias cuja eventual

(Vz.—P) E —=(Vz. P)
1. {(Vz.-P), —(Vz.P)} prop. 16 (a)
2. {(Vz.-P), (Vz.P)} teor. 5 (a)
3. {(Vz.—-P), —P[t/z], (Vz. P)} teor. 5 (a)
4. {(VYz.-P), -P|t/z], P[t/z], (Vz.P)} prop. 15 (b)

N
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semintica. E 0 que se constata no seguinte exemplo.

Nem sempre a simplicidade da prova beneficia de modo tao claro a abordagem

Exemplo 2 Prova para a relagdo (Vz. P D Q),(Vz. P) - Vz. Q.

Vz. Q [ (V. P D Q), (Vz. P) ]
1. Vz.Q Gen 2
2. Q MP 3,4
3. PDOQ MP 5,6
4. P MP 7,8
5. Vz.PD>Q)D(PDQ) A,
6. (Vz.P D Q) hipétese
7. (Vz.P)D P A,
8. (Vz.P) hipétese

O quadro de inconsisténcias sera

(Vz. P> Q), (Vz. P) EVz.Q

{(Vz. P> Q), (Vz. P), =(Vz.Q) }
{(Vz. PDQ), (Vz. P), =(Vz. Q) , ~Qla/z] }
{(vz. P > Q), Pla/z] > Qla/x],

(Vz. P), Pla/x], =(Vz.Q), ~Qla/z] }
{ Pla/z] > Qla/z], Pla/z], ~Qla/z]}
{—Pla/z], Pla/z], ~Qla/z] },

, {Qla/z], Pla/z], ~Q[a/z] }

teor. 5 (d)
teor. 5 (a)

prop. 15 (c)
prop. 16 (c)

prop. 15 (b)

~
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Deducao Natural em LPO

Recordemos que a deducao natural é um sistema de deducgao orientado & ma-
nipulacao global das assungoes; as assuncoes sao classificadas como abertas ou

fechadas e cada passo de deducao transforma estes dois conjuntos de férmulas.

Na definigao 8 (acetato II-3) introduziu-se a nocao de drvore de dedu¢io natural
gerada, essencialmente, por regras de inferéncia (acetato II-2)
[Ai]  [A2] [An]
P P .- P,
C

e assungoes de hipoteses.

Vimos, também, que cada regra de inferéncia identifica uma férmula principal,
que contém o elemento sintactico determinante para a aplicacao da regra, e que,

3 su izaca ica num u : regras de introdugao
face a sua localizacgao, se classica a de duas classes d trod ,
quando a férmula principal ocorre na conclusao da regra, ou regra de elimina¢ao

quando a férmula principal ocorre em uma das premissas da regra.

A dedugao natural em LPO preserva todas estas nocoes e extende-as a
novas regras onde os quantificadores determinam as férmulas principais:
para cada quantificador introduz um novo par regra de introducao-+regra

de eliminacao.

17 DEFINICAO Uma &arvore de dedugao natural, na LPO; para a relacao
I' - ® é uma arvore de dedugao construida de acordo com a defini¢ao 8
usando todas as regras de inferéncia da LP e ainda as regras especificas
apresentadas no acetato 18, tendo ® como conclusao e todas as assuncgoes

abertas contidas em 1.

N /
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Regras da deducao natural na LPO

Em todas as regras seguintes ¢ denota um termo fechado arbitrario e a uma

“varidvel fresca”, isto é, uma varidvel que nao ocorre, ao longo da deducao,

na conclusido ou em qualquer assungio aberta que ndo seja da forma ~y(a).

Todas as regras da LP (acetato II-4) e ainda
Regras de Introducao

dla/z]
(V. ®) (Iv) (3. ®) (1)

Regras de Eliminagao

(Ev)

Exemplos

Arvores de dedugdo para (Vz.P) D (3z.P) e (Vz.P D Q),(Vz. P) - (Vz.Q) .

(1)
(Vz. P) y Ve.P D Q Vz. P £
Plt/al Plajz] > Qlaja] ~  Plaja]
(3z. P) (1) Qla/z] | 7
(Vz. P) D (3z. P) ° Vr.Q 7

N /
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Correccao
A correc¢ao de uma regra de inferéncia genérica

[A1]  [A2] [An]
P, P, ... P,

C
deve ser interpretada semanticamente por
F,A1|=P1 & - & F,AnIZPn — FIZC

Equivalentemente

se todos os {I', A;, = P; } sdo inconsistentes entdo {I', =C'} é inconsistente.

A verificacao desta condicao pode ser usada para justificar a correcgao de cada

uma das novas regras de inferéncia:

(lv) Se{I', -®[a/z]} é inconsistente entdo {I', =Vz. P} é inconsistente.

E consequéncia do corolario 5 (b).

(I5) Se{I', =®[t/z]} é inconsistente entdo {I', -3x. P} é inconsistente.
Se {I', =®[t/x] } é inconsistente também { ', =®[t/z], —Tz.P } é inconsis-
tente (proposi¢do 16). Usando o corolario 5 (a) conclui-se a inconsisténcia
de {I', =3z.® } .

(Ev) Se {TI', =Vz.®} é inconsistente entdo {I', =®[t/x]} é inconsistente.

Se {I',—Vz.®} é inconsistente entdo {I',~®[t/x],~Vz.P} é inconsistente
(monotonia). Também {I',—-®[t/x],Vz. P} é sempre inconsistente como
resultado do corolério 5 (a). Usando a proposi¢do 15 (corte) conclui-se que
{T,~®[t/z]} é inconsistente.

(E3) Se {T', -dz.®} e {I', ®[a/z], =P } sdo inconsistentes, entao {I', =P}
é inconsistente.

Sendo {I', -Jz.®} inconsistente é inconsistente {I', =P, —3Jz.®} (monoto-
nia). Por outro lado, sendo {I',®[a/z],—~P} inconsistente, pelo corolario
5 (b) é inconsistente {I',3z. ®,—P} . Usando a proposi¢do 15 (corte)
conclui-se que {I',—P} é inconsistente.

N /
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/Um exercicio em regras de eliminagao

Dedugdo natural para a relagdo (Jz. PV Q) + (3z. P) V (3z. Q) wusando
duas técnicas equivalentes: construcao da arvore de prova por propaga¢io em

progresso e constru¢ao do quadro de prova por propagacdo em retrocesso.

P/ P Qlajel
=P e
Pla/z] V Q[a/x] dz. PV dz. Q dz. PV 3dz. Q Ew(2)
dz. PV Q dz. PV dz. Q E5(1)
de. PV dz. Q
O

(Fz. P)V (Fz. Q) [Jz. PV Q]

1. (Fz. P)V (Fz. Q) [Fz. PV Q] Es

1. Jz.PVQ [Fz. PV Q] ass

2. (Jz.P)V (Iz. Q) [Jz. PV Q, Pla/z] VvV Qla/z]] Ev

1. Pla/z]V Qa/z] [Fz. PV Q, Pla/z] VvV Q[a/x]] ass

2. dz.Pv3dz.Q [Jz.PVQ,Pla/z]V Q[a/z]|,Pla/z]] Ivi

1. dz. P [Hx. PV Q, Pla/z] vV Q[a/z], Pla/z]] I

1. Pla/z] [Jx. PV Q, Pla/z] vV Q[a/z]|, Pla/z]] ass

3. Jz.Pv3dz.Q [Jz.PVQ,Pla/z]V Qla/x]|,Qa/z]] lv2

1. dz.Q [Fz. PV Q, Pla/z] V Q[a/x],Q[a/z]] I3

1. Qla/x] [Fz. PV Q, Pla/z] VvV Q[a/x],Q[a/x]] ass

Nota:

O uso da regra |3 permite escolher o termo ¢ que seja mais conveniente ao

\\desenvolvimento da prova. Neste exemplo escolheu-se t = a

/
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Na construgao de provas por propagacgao em retrocesso o exemplo do acetato 20

Deducao Natural com Sequentes em LPO

sugere bem como é vantajoso lidar s6 com assuncoes locais. Tal como na LP,
a nogao de sequente junta assungoes a cada nodo da arvore; para tal, combina

no mesmo objecto, I' = C', assungoes I' e conclusao C.
Regras de Introducao

I = o[a/z] I = o[t/q]

T (Vo @) ) T> (Go.9) 2

Regras de Eliminagao

I'= (Vz. @) = (3z.9) A,®[a/z]= P
T = o[t/z] (Ev) I,A=P (Es)

Nestas regras, t denota qualquer termo e a denota uma varidvel “fresca’
isto é, que nao ocorre em ®, P ou nas assuncbes I' e A.

Exemplo
(Fz. PV Q)= (3z. P) vV (3z. Q)

1. Bz.PVQ)= (3z.P)V (Iz.Q) Es
1. (Jz.PVQ)= (Fz. PV Q) ass
2. Pla/z]VvQa/x] = (Jz. P)V (3z. Q) Ev

1. Pla/z]V Q[a/z] = Pla/z] Vv Q[a/z] ass
2. Pla/z]= (Fz. P)V (3z. Q) lv1
1. Pla/z] = (3z. P) I3

1. Pla/z] = Pla/z] ass

3. Qa/z] = (Fz. P)V (Fz. Q) lva
1. Qla/z]= (Fz. Q) E
1. Qa/z] = Qla/x] ass

N /
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Estados de Provas para a LPO

As nocoes de estado de prova e de deducao apresentadas na definicao 13
(acetato II-26) aplicam-se directamente a construgdo de provas por pro-

pagacao em retrocesso na LPO.

As definigbes de aceitagdo (e refutagido) de sequentes e de de correcgao

de estados de prova necessitam de ser adaptadas a LPO.

18 DEFINIGAO Um sequente I' = A é aceite se {I',—A} é inconsistente;
o mesmo sequente é refutado se existe algum modelo M e atribui¢ao
v que verifique M,v E=T,-A.

Se C,S81,---,8, sao sequentes, o estado de prova

S, - S,
C

é correcto se a refutacao de C implica a refutagao de um dos S; (ou

quando a aceitagao de todos os S; implica a aceitagao de C').

A nocao de sequente fechado por assun¢ées® mantém-se da LP assim

como se mantém a nocao de resolucao de dois estados de prova.

Prova-se facilmente que a proposicdo 7° e a proposicdo 8¢ continuam a
ser validas na LPO.

&com uma férmula P comum ao antecedente I' e ao consequente A

Pa conclusdo de uma deducdo correcta deve ser aceite
¢uma folha é um estado de prova correcto assim como é correcta qualquer resolugao

de estados de prova correctos

N /
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Sistema (LK+CORTE) na LPO

REGRA DO CORTE
r,c=A I"=C,A'

T,T' = A, A (corte)
REGRAS “DIREITAS” (CONCLUSOES)
I'= P A '=Q,A I'=PQ,A
(DA) (Dv)
I'=PAQ,A I'=PVQ,A
IP=Q,A ILP=A
I'=P>Q,A (B>) I'=-PA (D-)
I'= A, Pla/z] (DY) I' = A, (3z. P), P[t/x] (D3)
T =A,(Vz. P) "~ " I = A, (3z. P) ’

REGRAS “ESQUERDAS” (ASSUNGOES)

ILPQ=A e IP=A rhe=A £
F,P/\Q:>A(A) IPvQ=A (Ev)
Ihe=A I'=PA £ I'=PA £
ILPOQ=A (E5) F,ﬁP:>A(ﬁ)
T, (Vz. P),Pt/z] = A Iy Pla/z] = A
(Ev) (Es)
T,(Vz. P) = A T,(3z. P) = A

isto é, que nao ocorre em P ou nas teorias I' e A.

Nestas regras, t denota qualquer termo e a denota uma variavel “fresca’

N
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Notas

Recordemos o sistema LK-+CORTE da LP onde todas as regras, com excepg¢ao

da regra do corte, eram regras de introducao.

Um tal sistema de deducao pode ser aumentado com duas novas regras (uma
regra esquerda e uma regra direita) para cada um dos quantificadores dai re-
sultando uma versao de LK+CORTE aplicavel a LPO.

As 4 novas regras (Dy , D3 , Ev e E5) tém algumas caracteristicas que as

distinguem das regras proposicionais:
(i) Sao impostas certas condigdes a aplicagdo das regras que ndo sdo expressas
na légica. Sao as condicoes impostas aos termos t e as varidveis a.
Estas condigoes, conhecidos por “provisos”, ja apareciam nas regras da

deducao natural.

(ii) A premissa da regra ndo é necessiriamente mais simples do que a con-
clusao. O objectivo de “fazer desaparecer um conectivo”, realizavel na LP

por aplicacdao em retrocesso das regras, nem sempre é possivel na LPO.

Correcgao A correccao do estado de prova que cada regra representa é uma
consequéncia imediata da definicado 18 e do teorema 5.

(Dy) Se T' = A,Pla/z] é aceite, {I',—A,—-Pla/z]} é inconsistente. Pelo
teorema 5, também é inconsistente {I', =A,=(Vz. P)} e, portanto, é aceite
I'= A, (Vz. P).

(Ev) Sendo T, (Vz. P),P[t/z] = A aceite entdo {I',-A,(Vz. P),P[t/x]} é
inconsistente. Pelo teorema 5, também é inconsistente {I',—A,(Vz. P)}
e, portanto, é aceite I', (Vz. P) = A.

A correccdo das regras (D3) e (E3) prova-se do mesmo modo.

N /
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Exemplos

Quadro de prova para a relagao

(Vz.PD>Q), (3z. P)F 3z. Q

(Vz. P D Q), (3z. P) = (Fz. Q)

1. (Vz.PDQ), (Fz. P)= (Fz. Q)
1. (Vz.PD>Q), Pla/z]= (z. Q)
1. (Vz.PDQ), Pla/z] D Qla/z], Pla/z] = (3z. Q)
1. (Vz.PDQ), Q[a/z], Pla/z] = (3z. Q)
1. (Vz.PDQ), Q[a/z], Pla/z] = (Fz. Q), Qa/z]
2. (Vz.PD>Q), Pla/z] = (3z.Q), Pla/z]

Es
Ev

D5

o5}

SS

ass

a

(Vz. P> Q), P+ (Vz. Q)

Supondo que x nao é livre em P, pretende-se um quadro de prova para

(Vz. P D Q), P = (Vz. Q)

1. (Vz.PD>Q),P=(Vz.Q)
1. (Vz.PD>Q), P = Q[a/x]
1. (V=z.PD>Q), P DQ[a/z], P= Qa/z]
1. (Vz.PD>Q), Q[a/z], P = Q[a/x]
1. Vz.PD>Q),P=Q[a/x], P

D5
Ev
Es
ass

ass

em P para simplificar Pla/z] = P.

N

Na aplicagao da regra Ey escolhe-se ¢t = a e usa-se o facto de = nao ser livre
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Tableaur em LPO

Introducao

Os tableaux que vamos definir para a LPO pertencem a classe dos table-
auxr semanticos e sao determinados de forma dual dos tableaux propo-

sicionais definidos no médulo-III (acetatos 13-16).

Nomeadamente, para uma relacao de dedugao I' F ® , um tableauz se-

mantico é uma representagao de uma forma disjuntiva semanticamente

equivalente a teoria {I', =®} .2

Essa representacao assume a forma de uma arvore: se a forma disjuntiva

for [I'1,T9,---,Ty], o tableauz serd a arvore cujos caminhos sdo os T; .

Nota

Uma forma disjuntiva
I'vligv..-vrl,

é inconsistente quando todos os I'; forem inconsistentes. Se esta forma re-
presentar um tableauzr a sua inconsisténcia pode ser determinada provando a
inconsisténcia de todas as teorias I';.

Assim a construcdo de “tableauz” em LPO justifica-se através da nocao de

inconsisténcia de teorias e recorre i proposi¢do 16 (para férmulas principais

proposicionais) e ao corolario 5 (para férmulas principais quantificadas).

Procuraremos provar a consequéncia I' |= ® através da inconsisténcia da teoria
{T', =@} (proposicao 15) e a construgdo do tableauz constréi formas disjuntivas

cuja inconsisténcia é equivalente & inconsisténcia desta teoria.

O processo termina quando todas as teorias forem fechadas (contenham féormu-
las P e —P). Nessas circunstincias, como vimos na proposi¢io 15, as teorias

serao inconsistentes.

@Recordemos que o tableaux proposicional representava uma forma conjuntiva equi-

/
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Expansao
A expansao de um predicado @, representado por ®* é uma das arvores

- P (84 o Y
| | /H \ | |
P o B B o(t) 7(a)

a2

em que a, B, 0, v representam, respectivamente, a férmula conjuntiva,
a féormula disjuntiva, a férmula quantificada universalmente e a férmula

quantificada existencialmente genéricas definidas nos quadros seguintes.

N

(i) t é um qualquer termo fechado.

longo do caminho onde é introduzida.

a oq oo I6] B1 B2
PAQ P Q ~(PAQ) -P —Q
~(PVQ) -P  -Q PVQ P Q
(P> Q) P Q) P>Q -P Q
& (1) ¥ v(a)
Vz. ® D[t/ ] dz. ¢ dla/z]
—Jdz. ® | ~P[t/x] —Vr. ® | ~P[a/z]
e em que:

(ii) a é uma varidvel fresca; isto é, uma varidvel que ndo ocorre ao

/
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19 DEFINIGAO Um tableaux semdntico para a teoria I' = {P;, ---, P,} é

uma arvore construida pelas seguintes regras:

(1) A arvore nao ramificada determinada pela sequén- P,

cia [ Py,---, P, ] é um tableau para a teoria T.

(2) Se T é um tableau para a teorial', se ® é um nodoem T e se ®*
é a expansao de P entao a arvore que resulta da substituicao de ®

por ®* em T ¢é ainda um tableau para a mesma sequéncia.

17 PROPOSIGAO Verifica-se I' = @ se existir um tableaux semantico fechado
para a teoria {I', =®}.

Esboco de prova

P

A relagdo T = @ é verificada sse é inconsistente {I', =®}. Um tableauz é
formado um conjunto de caminhos e cada caminho é visto como uma teoria:
o tableauzx representa uma forma disjuntiva inconsistente se todos os caminhos

forem inconsistentes.

As regras de expansao dos tableauzr asseguram a inconsisténcia de um caminho
desde que a sua expansao seja inconsistente. Se o tableauz for fechado todos os

caminhos serao fechados e, portanto, representarao teorias inconsistentes.

20 DEFINICAO No sistema de tableaux seméanticos para a LPO, uma dedu-

¢ao para a relagao T' - ® é um tableaux fechado para a teoria {I", =®}.

Nota
Esta definicao de deducao, conjuntamente com a proposicao 17, assegura que,

sempre que existe uma dedugdo para relagdo I' - @ | verifica-se I' = &.

Portanto este sistema de deducao é correcto. A nocao de completude é muito

mais dificil de analisar.

N /
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Exemplos

(1) Construir um tableauz para a relacdo (Vz.P)F (Jz. P).

O ponto de partida é a teoria {(Vz. P), =(3z. P)} e o
tableauzr formado por esta sequéncia de predicados. A par-
tir deste primeiro tableauz, usando as regras de expansao,

procura-se atingir um tableauzr que seja fechado

Como o tableauz inicial contém dois predicados da classe
a construgao é muito simples.
Expandindo duas vezes com a regra & constroi-se um table-

auxr com um unico caminho e esse caminho é fechado.

(2) Tableaux para a relaggo (Jz. P)V (Vz.Q)F (Jz. PV Q)

Parte-se da teoria

{(3z. P)V (V2. Q), =(3z. PV Q)}

predicados (Jz. P) e (Jz. Q),

2 & : 13 b
usam-se duas varidveis “frescas ~(3z. PV Q)

A expansdo de ~(Jz. PV Q) é dz. P
realizada duas vezes; uma com |
o termo t = a e uma segunda Pla/x]

vez com o termo t=Db. |

um predicado varias vezes e,

—Pla/z]

|
~Qla/a]

tratando-se de um predicado 4,
a expansao recorre a qualquer
termo que seja conveniente pa-

Ta a prova.

N

Note-se que, na expansao dos (3z. P) V (3z. Q)

distintas — a e b. / \

E sempre possivel expandir ~(Pla/z] vV Q[a/z]) —(P[b/z] V Q[b/xz])

(Vz. P)

—(dz. P)

(Vz. P)
—(3z. P)
P[tl/x]

~Plt/z]

dz. Q

|
QUT/:E]

—P[b/x]

|
~Q[b/z)

(continua)

/
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Parte-se da teoria

{(Vz. P D Q), (Fz. P), -(3z. Q)}

Expande-se (Jz. P) — o tnico predicado « desta
teoria — introduzindo a varidvel “fresca” a.
Os dois restantes predicados sdao da classe & e sao

expandidos com o termo t = a.

Este exemplo é analogo ao anterior. Parte-se da

teoria

{((Vz. PV Q), (Vz. ~P), ~(Vz. Q)}

e expande-se, em primeiro lugar, o predicado v —
que aqui é —~(Vz. Q).

Expandem-se depois os dois restantes predicados
que sao da classe d; apos a expansao da disjuncao,
ambos os caminhos deste tableauzr ficam fechados.

N

(3) Tableauz para a relaggo (Vz. P D Q), (3z. P)F (Fz. Q) .

(4) Tableauz para a relaggo (Vz. PV Q), (Vz.—-P)F (Vz.Q).
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