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Os sistemas de deducao de Gentzen (deducdo natural e calculo de sequentes)

Introducao

constituem a forma mais flexivel de exprimir a nocao de deducdao como um
processo de transformagao sintactica. Os estados de prova e deducdes sao
representados sintacticamente por arvores; a construcao da prova pode eventu-
almente ser feita automaticamente mas, frequentemente, requer a intervencao

do utilizador.

Estes sistemas de deducao foram apresentados para a Légica Proposicional mas,
como veremos, sao facilmente extendidos a logicas mais expressivas: 1* ordem,

temporais, etc.

A Logica Proposicional admite uma automatizacdo completa do processo de
prova (como vimos quando apresentamos um algoritmo que determinava a va-
lidade de proposigoes). Por isso, no caso particular da Loégica Proposicional,
faz sentido tentar encontrar algoritmos, tao eficientes quanto possivel, que au-
tomatizem completamente o processo de construcao de provas.

Assim ...

O objectivo deste modulo é o estudo de sistemas de deducgao que sejam

automatizaveis. Iremos referir
1. Métodos baseados na analise de formas normais.
2. Os sistemas de “tableaux”

3. O método de Davis-Putnam

Todos estes sistemas de deducao sao justificados, essencialmente, por refutacao.
Genericamente os varios sistemas procuram determinar, dada uma teoria A,
o conjunto dos modelos que refutam esta teoria e o conjunto de modelos que a

validam.

Para tal, os algoritmos podem ser consideravelmente simplificados se as propo-

sicoes forem previamente convertidas numa forma equivalente designada forma

\\normal negativa. /
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Formas Normais Negativas (fnn’s)

15 DEFINICAO Dado um conjunto dos simbolos proposicionais P , uma for-

ma normal negativa é uma proposicao escrita com a seguinte sintaxe:

F uw= P|-P|FANF|FVF

Esta definicao determina que as fnn’s sao simbolos proposicionais, ou negagoes

de simbolos proposicionais, ou entao conjuncoes ou disjungoes de outras fnn’s.
Se p e q forem simbolos proposicionais, entao
“pVvVag , pVvV(=p)A((-p)Va) , (-PA—q)V(pAq)
sao exemplos de formas normais negativas equivalentes, respectivamente, a
p>q , ((P2a)dp)dp , (PDa)A(@aDp)
Ja& as proposigoes seguintes nao satisfazem a definicao de fnn.
p>aq , —(pva) , PAQ

A primeira, porque usa um conectivo (a implicagdo D) ndo previsto na definigdo
de fnn. A segunda, porque a negacao é aplicada a uma férmula que ndo é um
simbolo proposicional. Finalmente a terceira, porque os simbolos P e ) nao
sao simbolos proposicionais mas sao sim variaveis que podem ser instanciadas

com qualquer proposi¢cao quer ela seja uma fnn ou nao.

10 PROPOSICAO Para toda a proposicao P existe uma forma normal nega-

tiva N (P) que lhe é semanticamente equivalente; isto é,

PENP) e N(P)EP
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equivaléncias.

determinacdo da forma normal negativa N(P) é baseada nas seguintes

-——P=P PO>Q=-PVQ —-(PDQ)=PA-Q
~(PAQ)=-PV-Q —(PVQ)=-PA-Q

Para nao criar ambiguidades entre os conectivos antes da conversao e os conec-
tivos apo6s conversao é usual escolher, para estes Gltimos, um novo conjunto de
simbolos. Assim usaremos, para os conectivos das formas normais negativos, a

seguinte notacao:
(i) A conjungdo (P A Q) é representada por (P , Q).
(ii) A disjungdo (P V Q) é representada por (P | Q).

Representando por P ~» P’ e Q ~ Q' as conversoes de P e @, as equivaléncias

acima sugerem as transformacoes a seguir indicadas

—=P ~ P’

PAQ ~ P, Q ~(PAQ) ~ =P | Q)
PVQ ~ P | Q ~(PVQ) ~ =P, =Q
(PDQ) ~ ~P | Q ~(PDQ) ~ P, -Q

Os simbolos proposicionais p ou a negacao de simbolos proposicionais —p (co-
lectivamente designados por literais) ndo sio alterados por esta transformacao.
Exemplos

(=p,-p)|p

¢

(PD>a)Ddp)Ddp~ =((pDa)DpP) P~ ((PDa),P) P
((=pla),=p) P

N /
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Observando a forma das regras de conversao apresentadas no acetato 3 torna-se

evidente que, com excepgao da regra da dupla negagao, =——P ~» P’ todas as

restantes regras produzem resultados de uma de duas formas:

* uma conjuncao (a1 , a2)

* uma disjun¢ao (31 | B2)

Torna-se possivel agrupar as regras de conversao nestas duas categorias e cha-

mar ao primeiro grupo regras « e ao segundo grupo regras . Uma terceira

categoria sao as regras que lidam com os literais e com a dupla negacao.

Nesta perspectiva as diferentes regras podem ser apresentados em trés quadros.

n n a1, a2 a1 oo Bi | B2 B1 B2
p p PAQ P Q “(PAQ) | -P —Q
-p | P -(PV@Q) | P —Q PVvQ P Q
-—-P | P -(P D> Q) P -Q POQ -P  Q
Estes quadros transcrevem-se directamente num programa PROLOG.
fan( P , N) - atom(P) , N = P.
fan(-(P) , N) - atom(P) , N = -(P).
fon(-(-(P)) , N) - fnn(P,N).
fan( P& Q , (A1, A2)) :- fon( P , A1) , fon( Q , A2).
fnn(_(P v Q) ’ (Ai ’ A2)) - ntl(—(P), Ai) ’ fnn(_(Q)’ A2)-
fon(-(P => Q), (A1 , A2)) :- fan( P , A1) , fon(-(Q), A2).
fan(-(P & Q) , (B1 | B2)) :- faon(-(P), B1) , fnn(-(Q), B2).
fan( PvQ , (B1 | B2)) :- fon( P , B1) , fnon( Q , B2).
fan( P=>Q, (BL | B2)) :- fon(-(P), B1) , fan( Q , B2).
(continua)

N
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xemplos de execugdo deste programa * para determinar, respectivamente, as

&

fon’s de (——pVp)Dpede ((pDg)Dp)Dp-

| ?7- fan((-(-(p)) v p) => p, FN).

FN = -(p) , -(p) | p 7

yes

| ?- fon(((p => q) => p) => p, FN).

FN=(C® | @ , -(p) | p7

yes

Uma vez obtida a forma normal negativa de uma proposicao, o que fazer?

A resposta esta na simplificagao. Uma vez simplificada uma, fnn de for-

ma adequada é depois simples determinar se ela é valida ou se é refutada.
Exemplo

Considere-se a seguinte fnn equivalente ao exemplo ((—p | q), =p | p)-

(=plalp),(=pr|Pp)

Trata-se da conjuncao de duas fnn’s que, por seu turno, sao exclusivamente
formadas por uma disjuncdo de literais: (—-p | q | p) e (-p | p).

Ambas as disjuncoes contém o simbolo p e a sua negacdo —p; por isso, ambas

as disjungoes serao proposigoes validas.

Logo a conjuncgao destas duas proposigoes validas é também valida.

aNote-se que a conjungdo “,” tem sempre prioridade superior a disjuncio “|” e am-

bas sdo operacoes associativas; por este facto pode-se prescindir de muitos paréntesis

na representacdo de formas normais negativa.

N /
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Simplificacao de formas normais negativas

E possivel simplificar uma fnn de duas formas possiveis:

Formas conjuntivas Uma forma conjuntiva é uma fnn formada por

uma dnica conjuncao de disjuncgoes de literais.
Uma forma conjuntiva equivalente a ((-p | q) , —p | p) sera
(=plalp),(=plPp)

Formas disjuntivas Uma forma disjuntiva é formada por uma tnica

disjuncao de proposicoes construidas por conjungoes de literais.
Uma forma disjuntiva equivalente a ((—p | q) , =p | p) serad
(=p,—p) | (a,-p)|p

Cada forma conjuntiva (ou disjuntiva) pode ser representada por uma

lista de listas dispensando, assim, o uso de qualquer conectivo.

Os dois exemplos anteriores sao representados pelas seguintes listas

[[=p,a,p],[7pP, p]] [[=p, —=p], [a, —p], [P]]

Temos assim duas abordagens possiveis a representacao de proposicoes

sem usar conectivos:

(i) conjungoes de disjungoes de literais, no caso das formas conjuntivas,

ou
(ii) disjunc¢oes de conjungdes de literais, no caso das formas disjuntivas.

Os conectivos desaparecem e através de simples algoritmos de manipu-

lagao de listas sera possivel, como veremos, averiguar se a proposicao é

valida ou se pode ser refutada.

N /
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A construcdo de formas normais conjuntivas (ou disjuntivas) a partir de formas

normais negativas é o nosso préximo objectivo.

Antes, porém, é preciso sistematizar o tipo de operagdes genéricas que sao
9 )
admissiveis nas “listas de listas de literais”. Vamos lidar, essencialmente, com

duas operagoes:

soma A soma de duas destas listas, u e v, representada por pu+ v, é a con-

catenacgao das duas listas. Por exemplo,
[[a,0], [e,d]] + [[z, 9], [z,w]] = [la,8], [c,d], [z, 9], [2,w]]

produto O produto u X v é a lista formada por todas as concatenagoes de

elementos de p com elementos de v. Por exemplo

[[a,b], [e,d]] x [[z,y], [2,w]] =
= [[a’b’x7y]’[C’d’w,y]’[a’,b7z’w]’[c’d’z’w]]

O programa seguinte implementa estas definicbes em PROLOG

soma(U,V,W) :-
append (U,V,W) .

produto (U, [1,[1).
produto(U, [P|V], W) :-
map (U, append(P), Ul) , produto(U,V,V1), soma(U1,V1i,W).

O predicado map implementa a conhecida fungao de ordem superior com a
mesma designacdo® que aplica uma “funcdo” (neste caso o predicado append (P))

a todos os elementos de uma listas.

aFEstd implementado, conjuntamente com outros predicados “de ordem superior”
num texto auxs.pl disponivel na pagina da disciplina.

N /
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Considere-se duas proposicoes em forma normal conjuntiva
p = (aNb) e v = (cAd)
sendo a,b,c,d literais; como listas teriamos
p = [[a], [b]] e v =[[c],[d]]
A associatividade e distributividade dos operadores A,V permite-nos concluir

puAv = aANbAcANd
uVov = (aVe)A(aVd)AN(bVe)A(bVd)

Como listas teriamos

pAv = [[a], [b],[e],[d]] = p+v
uvu = [la,cl, [a,d], [b,c], [b,d]] = wxv

Este exemplo sugere a justificacao da seguinte proposicao

11 PROPOSICAO Se u e v sao duas formas conjuntivas representadas por
listas de listas de literais entao p A v é representado pela lista p+ v e

uV v é representado pela lista p X v .
Trocando os papeis dos simbolos A e V conclui-se também

12 PROPOSICAO Se p e v sao duas formas disjuntivas representadas por
listas de listas de literais entao uV v é representado pela lista pu+ v e
u AN v é representado pela lista p X v .

O seguinte programa PROLOG calcula formas conjuntivas e disjuntivas de acor-
do com estas duas proposicgoes.

(continua)
N /
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forma_conj(P, [[P]]) :- literal(P).
forma_conj((A,B), U) :-

forma_conj(A,Al) , forma_conj(B,B1), soma(Al,B1,U0).
forma_conj((A;B), U) :-

forma_conj(A,Al) , forma_conj(B,B1), produto(A1,B1,U).

forma_disj(P, [[P]]) :- literal(P).
forma_disj((A;B), U) :-

forma_disj(A,Al) , forma_disj(B,B1), soma(A1l,B1,U0).
forma_disj((A,B), U) :-

forma_disj(A,Al) , forma_disj(B,B1), produto(A1,B1,U).

literal(P) :- atom(P) ; (P = -(Q) , atom(Q)).

No seguinte exemplo determina-se a forma normal negativa, e a respectiva

simplificacao em formas normais conjuntiva e disjuntiva, de

(PD>2g)dp)dp , —=((=PD—=9)DgDp)

| ?- fon( ((p=>q)=>p)=>p , FN) ,
forma_conj(FN,FC) , forma_disj(FN,FD).

FC = [lp,q,-(p)]1,[p,-(p)11],

FD [[-(p),-(p)],[-(p),ql,[pl],

FN = (-(p);q),-(p);p 7

yes

| ?- fon(-(((p=>q)=>p)=>p) , FN) ,
forma_conj(FN,FC) , forma_disj(FN,FD).

FC = [lp,pl,[p,-(q)],[-(p)]1],
FD = [[-(p),-(q),pl,[-(p),pl],
FN = (p,-(q);p),-(p) 7

yes

N /
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Formas fechadas

Designaremos por caminhos as listas de literais que ocorrem nas formas

normais conjuntivas e disjuntivas.

Um caminho diz-se fechado se contém, simultaneamente, um simbolo

proposicional p e a sua negacao —p.

Uma forma fechada é uma forma normal (conjuntiva ou disjuntiva) que

tem todos os seus caminhos fechados.

Exemplos
A forma normal conjuntiva representativa de ((p D q) D p) D p tem os
caminhos [p,q,—p] e [p,p]; ambos os caminhos sdo fechados.

J& o mesmo ndo acontece com os caminhos [—p,—p], [-p,q] e [p] da forma
disjuntiva.
Inversamente, em —(((p D q) D p) D p), é a forma disjuntiva que tem todos

os caminhos fechados.

Para a proposi¢do (((p D q) D p) D p), a forma conjuntiva é fechada mas a

forma disjuntiva nao o é.

Inversamente —(((p D q) D p) D p) tem uma forma conjuntiva nio fechada e

uma forma disjuntiva fechada.

As duas clausulas seguintes implementam em PROLOG as defini¢cbes de caminho
e forma fechada. Recorrem a um predicado auxiliar todos que aplica a todos

os elementos da lista Caminhos o predicado fechado.

fechado(Caminho) :- member(P,Caminho), member (-(P),Caminho).

forma_fechada(Caminhos) :- todos(Caminhos, fechado).

N /
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Validade de formas normais

Nas formas normais conjuntivas os caminhos representam disjuncgoes de literais
aiVasV---Vay,.

Se for fechado um dos a; coincide com um simbolo p e outro coincide com a

sua negacgao. Portanto o caminho representa uma proposi¢ao da forma
pVvV-pVa

em que a denota todos os restantes literais. Em Loégica Proposicional Classica

uma tal proposicao é uma tautologia.
Uma forma conjuntiva representa uma proposi¢ao da forma
(@ V---Van) A A (b1V---Vbm)
Se todos os seus caminhos forem fechados representa uma conjuncao de tauto-

logias; deste modo é também uma tautologia.

Nas formas disjuntivas os caminhos representam conjuncgoes a1 A---Aan. Se o
caminho for fechado esta proposicao contém um sub-termo pA—p; forcosamente

serd nao-valido em qualquer modelo.

Assim caminho fechados em formas disjuntivas representam proposi¢ées equi-
valentes ao absurdo L.

Uma forma disjuntiva representa uma proposicao da forma
(@A Aap) V-V (b1 A=+ Abpm)

Se for fechada representara a disjuncao de proposigoes equivalentes ao absurdo;

por isso serd também equivalente ao absurdo.

Justifica-se, assim, o resultado seguinte

13 PROPOSIGAO Uma forma normal conjuntiva fechada é uma tautologia.

Uma forma normal disjuntiva fechada é equivalente ao absurdo.

N /
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A proposicao 13 justifica o seguinte programa PROLOG que automatiza o teste
de validade e de inconsisténcia (equivaléncia ao absurdo) de uma proposigdo
em Loégica Proposicional Cléssica.

valido(P) i-
fon(P,FN), forma_conj(FN, FC), forma_fechada(FC).

inconsistente(P) :-
fon(P,FN), forma_disj(FN, FD), forma_fechada(FD).

Para testar a validade de ((p D q) D p) D p podem ser usados ambos os
predicados desde que inconsistente seja aplicado & negagao da proposigao

que se pretende testar.

| 7- valido(((p => q) => p) => p).
yes

| ?- inconsistente(-(((p => q) => p) => p)).

yes

Uma tautologia da forma P D @ pode ser provada por inconsisténcia de PA—Q).

Por exemplo, (p D q) D (—q D —p) pode ser provada da seguinte forma

| ?- inconsistente( (p => q) & -(-(q) => -(p))).
yes

ou da forma seguinte

| 7- valido((p => q) => (-(q) => -(p))).
yes

N /
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Sistemas de “Tableaux”

“Tableaux” sao, essencialmente, uma forma diferente de apresentar as

dedugdes do sistema LK (sem a regra de corte).

Tal como em LK a correcgao de uma tableaux é normalmente justificada
através da nocao de refutacao; neste caso sao designados por tableaux
semanticos.

Exemplo:
Consideremos a refutagdo da proposicdo ((P D @) D P) D P . Note-se que,
P e () denotam proposicoes arbitririas e, neste aspecto, esta abordagem

distingue-se da abordagem baseada em formas normais negativas.

A refutagdo de (P D Q) D P)D P (P> Q) > P)>P)
implica a refutacdo de P e a refutacao |
de =((PD>Q)DP). P

Na notacao de tableauz, esta “regra de
expansao” escreve-se sob a forma de -(PD>Q)DP)
uma arvore em que as duas proposicoes

resultantes surgem no mesmo caminho.

A refutagéo de =((P D Q) D P) implica ((P>Q)D>P)>P)
a refutagdo de (P D @) ou a refutagdo

de —P. P
O tableau respectivo cria uma ramifica- |

cdo de caminhos, um para cada uma das -(PD>Q)DP)

alternativas. / \

(PDQ) -P

(continua)

N /
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Finalmente, refutar P D ) implica (P> Q)>P)>P)
refutar ) e refutar —P. |

P
O tableau resultante é uma arvore |
formada por dois caminhos definidos -((PD>Q)DP)
pelas duas sequéncias de proposigoes. /
Cada caminho denota proposigoes que (PDQ) P
sao refutadas conjuntivamente: isto é, |
refutar a proposicao na raiz do caminho Q
implica refutar todas as proposicoes —||P
nesse caminho.

a

Os varios caminhos iniciados na raiz de uma tableaux esgotam as possibi-

lidades de refutacao dessa raiz; se a raiz é refutada algum dos caminhos

tem de ser refutado.

No exemplo anterior os dois caminhos eram

[((PD2Q)DP)DP,P,~(PDQ)DP),(PDQ), Q, ~P]
[((PD>Q)DP)DP,P,-((PDQ)DP), -P]
e ambos contém o par de proposi¢oes [P, = P]. Caminhos nestas circuns-
tancias (contendo uma proposi¢ao e a sua negagdo) dizem-se fechados.

Caminhos fechados nao podem ser refutados porque tal implicaria refutar
simultaneamente P e —P. Por isso, uma tableauzr onde todos os caminhos

sao fechados, diz-nos que a raiz nao é refutavel.

Um tableau onde todos os caminhos sao fechados chama-se tableau fe-

chado e afirma a validade da sua raiz.

N /
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seguintes arvores

_|_|P

P

o p

/ \ |
aq a2 ,3|1
B2

ma expansao de uma proposicao P, representada por P*, é uma das

em que as proposicoes a e [ sao determinadas pelos seguintes quadros

Nota:

ainda um tableau para a mesma sequéncia.

\\aﬁxagéo das subarvores de n a cada uma das folhas de T .

regras conjuntivas regras disjuntivas
o a1 a1 /8 /81 /81
(PAQ) | P @Q (PvQ)| P| Q
-(P D Q) P | =Q (PD>Q) | -P Q
Um tableau para uma sequéncia de proposi¢oes { Py, -, P, } é uma
arvore construida de uma das formas seguintes
(1) A arvore nao ramificada determinada pela sequén- P
cia [ Py,---, P, ] é um tableau para esta sequéncia |
de proposicoes. |
P,
(2) Se T é um tableau para a sequéncia { P;,---, P, }, se P é um nodo

em T (ndo necessariamente uma folha) e se P* é a expansao de
P entao a arvore que resulta da substituicao de P por P* em T é

A substituicdo, numa arvore de um nodo n por uma arvore 7 implica a

~

/
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16 DEFINIGAO Um ‘“tableau” para a teoria { —I', A}, fechado, determina a

JosE MANUEL E. VALENgA @ DI Universidade do Minho

relagao de deducao T'+ A .

Exemplo
Construir um tableau que determine a relacdo de deducao {B D A,B} - A.

Para impor a relagcdo B D A, BF A & necessa- A

rio construir um tableau fechado para a teoria |
{—-(BD>A),-B,A}. -B
O tableau inicia-se construindo uma arvore nao |
ramificada com estas trés proposigdes (a ordem —(B D A)

entre elas é irrelevante).

A

A regra a para —(B D A) pode ser usada. |
Verifica-se que ambos os ramos deste tableau -B
sao fechados e, portanto, o tableau é fechado. |

—(B D A)

B -A

U

Genericamente um tableau para uma teoria {Pj,---,P,} é uma forma
conjuntiva equivalente a forma conjuntiva [[Py,---,P,]].

Cada caminho no tableau é visto como uma disjuncao de proposicoes;
globalmente o tableau interpreta-se como a conjuncao dos seus diversos

caminhos.

Cada transformacao do tableau mantém a equivaléncia dessa forma con-

juntiva & forma conjuntiva inicial.

N /
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14 PROPOSIGAO A relacao de deducao T' - A definida pela definicao 16 é

correcta e completa na Logica Proposicional Classica.

A prova deste resultado pode ser encontrada em qualquer livro de texto sobre
tableaux * e segue os principios que acabamos de sugerir.
Il

Exemplos de provas, usando tableauz, de

F(PAQ)D(QAP) e {(PD0C),(Q@DC)}H(PVQDO)

(P/\Q)?(Q/\P) ﬂ(PlDC)
ﬂ(PlA Q) -(Q lD C)
Q /l\ P (PVvQD>CQO)
ﬂlQ ﬂ(P|\/ Q)
-P
/ \ / \
Q P -C

/\
/\

Note-se que os tableauxr sao ambos fechados e, pela definicao, determinam as

relacoes de deducao pretendidas.

aPor exemplo, o texto First Order Logic and Automated Theorem Proving, de M.
Fitting.

N /
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Vimos anteriormente (acetato 11) como verificar a validade de formas

Método de Davis-Putman

normais conjuntivas e a inconsisténcia de formas normais disjuntivas: em
ambos os casos bastava verificar se todos os caminhos eram fechados.

Pretendemos, agora, verificar a “condicao oposta’”; isto é,
(i) Verificar a inconsisténcia de formas normais conjuntivas, e
(ii) Verificar a validade de formas normais disjuntivas.

Exemplo
Pode-se provar que a proposicdo ® = (p D q) Ap D q é uma tautologia,
provando que —® é inconsistente.

Note-se que =® = (p D q) A p A —q se pode escrever

(-PVa)ApA—q
que é uma forma normal conjuntiva.

Para que esta proposicao tenha um valor falso pelo menos um dos trés factores,

(pD>d), p e —q, tem de ter o valor falso; no entanto esse factor pode ser
qualquer um e, para cada valoracao dos simbolos proposicionais, o factor que
tem o valor falso é diferente.

E assim,bastante mais complexo provar que uma forma conjuntiva é inconsis-
tente do que provar que a forma disjuntiva equivalente é inconsistente. A forma

disjuntiva equivalente, neste caso, seria

(-PAPA—q) V (QAPA—Qq)

cuja inconsisténcia é verificada, simplesmente, notando que ambos os seus ca-
minhos sao fechados.

Porqué, entao, usar a forma conjuntiva em vez de usar a disjuntiva?

Basicamente porque muitos problemas de inconsisténcia sao facilmente descri-

tos em formas conjuntivas e facilita a andlise usar directamente essas formas

\\no mecanismo de prova. /
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O método de Davis-Putman determina a validade (ou a inconsisténcia) de uma

proposicao ¢ directamente pela definicao de tautologia:
e & é uma tautologia de se verifica M |= & para todos os modelos M,
o ® é inconsistente se se verifica M = ® para todos os modelos M .

Suponhamos que se escolhe um qualquer simbolo proposicional p que ocorra
em & e se divide o conjunto dos modelos em duas classes: a classe dos modelos
onde p tem o valor verdadeiro, representados genericamente por M+ , e a

classe dos modelos onde p tem o valor falso, representados genericamente por

M,- .

Para ® ser uma tautologia (respectivamente, uma inconsisténcia) tem de ser
valido (respectivamente, nio-valido) em todos os modelos de cada uma das

classes.

Na classe dos modelos M+ pode-se, no entanto, usar o facto de p ter o valor

verdadeiro para simplificar a proposicao P .
Seja, por exemplo,
®=(-pVaq)ApA—q
Em todos os modelos onde p tem o valor verdadeiro, & equivale a
®,+ = qA—q

Analogamente, na classe dos modelos M - pode-se simplificar ® entrando
em consideracdo com o facto de p ter o valor falso.

Neste exemplo, ® simplificard em
¢ - = L

p

Verifica-se agora que ambas as simplificagdes, ®,+ e P,- , sao inconsistentes;

isto permite concluir que ® é também inconsistente.

N /
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Algoritmo de Davis-Putman

Algoritmo para verificar a validade (respectivamente, inconsisténcia) de ®

(1) Verifica-se se ® pertence a uma classe de proposi¢oes particularmente
simples nas quais o teste de validade (ou de inconsisténcia) pode ser
decidido de forma trivial.

(2) Escolhe-se um qualquer simbolo proposicional p e calcula-se
(a) ®,+ , uma proposi¢do equivalente a ® em todos os modelos onde p
tem o valor verdadeiro.
(b) ®,- , uma proposi¢do equivalente a ® em todos os modelos onde p

tem o valor falso.

(3) Usa-se indutivamente este mesmo algoritmo para verificar a validade (res-
pectivamente, inconsisténcia) das proposigdes ®,+ e ®,- . A proposigio
® ¢é valida (respectivamente, inconsistente) se e s6 se ambos ®,4+ e @,

forem validos (respectivamente, inconsistentes).

A esséncia deste algoritmo esta, portanto, na técnica de separagao de ® no

par ®,+ e @, e nas técnicas de simplificagao de proposigoes.

E também necessario identificar as proposigoes triviais onde o teste de vali-
dade ou de inconsisténcia pode ser decidido de forma particularmente simples.

inconsistentes.

Em qualquer destas técnicas a forma de representacao das proposicoes é essen-
cial. Por isso o método se restringe a formas normais disjuntivas, para o teste

de validade, e a formas normais conjuntivas, para o teste de inconsisténcia.

No que se segue vamos apenas considerar o teste de inconsisténcia de formas
conjuntivas; no entanto tudo o que vamos apresentar se converte, por dualidade,

num teste de validade de formas disjuntivas.

N /
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Formas Triviais

Formas conjuntivas (a1 V---Vap)A---A(b1V---Vby) sdo representadas por
listas

[[al,"' ’an], e [bl, ...,bm]]
que podem ser vazias.

Se uma “lista interior” (um caminho) for vazia, representari a disjuncdo de
zero proposicoes; ou seja € equivalente a | ji que este é elemento neutro do

operador binario V.

Qualquer forma conjuntiva que contenha um caminho vazio é uma conjuncao

onde um dos factores é o absurdo 1 . O resultado da conjuncao s6 pode ser 1.

Pelo contrario se a “lista exterior” for vazia, a proposi¢ao representada por
tal forma conjuntiva é uma conjuncao de zero factores; serd portanto uma
tautologia porque os elementos neutros do operador A sao precisamente as

tautologias.
Representaremos uma tautologia genérica pelo simbolo T .
Pode-se afirmar:

(i) Uma forma disjuntiva ® que contenha um caminho vazio representa L

e, assim, é sempre inconsistente.

(ii) Uma forma disjuntiva vazia || representa T e, portanto, nunca é incon-

sistente.

Deste modo o algoritmo de Davis-Putman acusa sucesso se encontrar uma forma

que contenha um caminho vazio e falha se encontrar uma forma vazia.

N /
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Uma forma conjuntiva que contenha um caminho equivalente a T representa

uma proposicao da forma
TAD

Como essa proposicao é equivalente a ®, concluimos que:

qualquer caminho equivalente a uma tautologia pode ser eliminado de uma for-

ma conjuntiva sem alterar o valor légica dessa forma.

Uma outra possibilidade ocorre quando um literais num dos caminhos de ® é
equivalente a | . Neste caso a forma representa uma proposicao do tipo

(LVP)AD
Como (LV P) = P, esta forma pode-se escrever simplesmente P A ®’. Donde
qualquer literal equivalente a 1 pode ser eliminado de qualquer caminho de

uma forma conjuntiva.

Com estas duas observagoes podemos enunciar as seguintes regras para deter-
minar as formas ®p+ e ®p- que resultam de @, quando se assume que p é

equivalente a, respectivamente, T e L.

(1) Para se obter a forma ®p+ de @
(a) Retira-se de ® todos os caminhos que contenham o literal p.

(b) Elimina-se —p de todos os caminhos de ® que contém este literal.

(2) Para se obter a forma ®p- de &
(a) Retira-se de ® todos os caminhos que contenham o literal —p.

(b) Elimina-se p de todos os caminhos de ® que contém este literal.

Exemplo Dado ® =[[q,—p], [p],[—q]] teremos, usando estas regras,

®p+ = [[q], [a]] ®p- = [[], [a]]

N /
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Simplificacao
A simplificacdo de formas conjuntivas ocorre a trés situacoes especificas:
(I) Quando um caminho contém uma tautologia
Isto acontece quando o caminho é fechado (isto é, contém p e —p). Neste

caso o caminho contém pV —-p =T e pode, como vimos, ser eliminado

da forma conjuntiva.

(II) Quando um caminho € formado por um tnico literal
Se o “caminho unitario” for da forma [p] entdo uma eventual separacao
de ® usando p conduz a uma forma ®p- que contém um caminho

vazio (o que resulta de se eliminar p do caminho unitario).

Um tal ®p- ¢é inconsistente (por ter um caminho vazio) e néo precisa

de ser considerado em desenvolvimentos seguintes; resta apenas ®p+ .

Em conclusao:

se ® contém o caminho [p]| entdo pode ser simplificado em Pp+ -

Dualmente,

se ® contém o caminho [—p]| entdo pode ser simplificado em Pp- -
(III) Quando existe um “literal puro” em @

Um literal p é puro em @ se esta forma contém p mas nao contém

—p. Identicamente —p é puro em P se esta forma contém —p mas nao

contém p.

Se p é puro em @, a forma ®p+ obtém-se eliminado todas os caminhos
de ® que contém p. Ou seja pode-se escrever

Q= Pp+ A

o que significa que, ® é inconsistente se e s6 se Pp+ for inconsistente.

Portanto, neste caso, ® pode ser simplificado em ®p+ . Dualmente, se
o literal puro for —p, ® pode ser simplificado em ®p- . Em qualquer

dos casos:

Se ® contém um literal puro podem-se eliminar todos os caminhos que

contém esse literal.

N /
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Exemplo
Uma dedugdo I' F P pode-se sempre provar (em LPC) mostrando a inconsis-

téncia da teoria I',—P . Usando esta abordagem pretende-se provar
{pAsDr,qDs}kFpAgqDr
recorrendo & inconsisténcia da seguinte forma normal conjuntiva

[[—|p,—|s,r], [_'q’s]a [p]? [CI], [_'r]]

Comecamos por simplificar esta forma usando os trés caminhos formados por
literais inicos. Usando o literal p, a forma simplifica-se em

[[=s,r], [—a,s], [a], [r]]

Usando o literal q a forma simplifica-se em

[[=s,r], [s], [=r]]

Usando o literal —r simplificamos em

[[=s], [s]]

Usando o caminho singular [s] podemos ainda simplificar e obter

[L1]

Ficou-se assim reduzido & forma trivial constituida por um caminho vazio.
Esta forma é inconsistente e, portanto, a forma conjuntiva inicial também é

inconsistente.

Neste exemplo particularmente simples nao chega a ser necessério fazer qual-
quer separacgdo; limitamos-nos a usar varias vezes uma unica regra (a 2%) das

trés regras de simplificacdo disponiveis.

a
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Dayvis-Putnam.

verifica([])
verifica(S)

verifica(S)

verifica(S)

% Divis&o
fi_mais(P,C,U,V)

member (P,
fi_menos(P,C,U,V)
member (P,

sub_mais(P,S,S1)
sub_menos(P,S,S1)
divide(S,U,V)

% Simplificagéo
reduz(S,S1)
reduz(S,S1)
reduz(S,S1)

% Testes

fechado (C)
literal_puro(P,S)
literal_puro(-(P)
em(P,S)
removivel(S,C)

unario_mais(P,S)

unario_menos(P,S)

N

/O seguinte programa Prolog implementa uma forma directa do algoritmo de

false.

member ([],S).

reduz(S,S1), !, verifica(S1).
divide(S,U,V), !, verifica(U), verifica(V).

member (-(P),C) -> delete(C,-(P),C1), V = [C1|U] ;

C) -=> V=0U;V-=[ClU].

C) -> delete(C,P,C1), V = [C1]|U] ;

member(-(P),C) -> V=0 ; V= [C|U].

:- atom(P), foldr([],S,fi_mais(P),S1).
:- atom(P), foldr([],S,fi_menos(P),S1).

:- em(P,S), sub_mais(P,S,U), sub_menos(P,S,V).

unario_mais(P,S), sub_mais(P,S,S1)
unario_menos(P,S), sub_menos(P,S,S1).
removivel(S,C), delete(S,C,S1).

:- member(P,C), member(-(P),C).
atom(P), em(P,S), \+ em(-(P),S).
em(-(P),S), \+ em(P,S).

:- member(C,S), member(P,C).

»S)

member (C,S), (fechado(C) ; member(P,C), literal_puro(P,S)).

:- member ([P],S), atom(P).
:- member([-(P)],S).

~
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