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4 N

Introducao

Os sistemas de dedugao hilbertianos sao de dificil utilizacao uma vez que
a definicdo de algoritmos que automatizem (ou, pelo menos, sistemati-
zem) a construcao de dedugdes é muito complicada e os resultados desses

eventuais algoritmos sao pouco satisfatorios.

O problema essencial da deducao hilbertiana é o facto de nao prever o
uso de assuncoes auxiliares que possam ser introduzidas ou retiradas nos

varios passos da dedugao.

Exemplo: o modo “natural” de provar o teorema P D P seria
(1) assume-se a validade de P ;
(2) infere-se P de (1);

(3) fecha-se a assuncdo P e obtém-se P D P (ex: o teorema da dedugdo).

Neste exemplo ilustra-se a funcionalidade basica necessaria para lidar com
assuncoes de uma forma que nos parece “natural”: criar uma assuncao,

inferir a partir dela e, finalmente, fechar o uso da assuncao.

Um sistema de deducao que se baseia nesta funcionalidade foi criado por

Gerhard Gentzen nos anos 30 e chama-se dedugao natural.

Aqui as assungoes sao vistas como um conjunto global de hip6teses: cada
passo de deducao tém associada uma conclusao dentro desse conjunto

global de assuncoes e transforma esse conjunto.

Em alternativa Gentzen criou uma segunda familia de sistemas de dedu-
cao onde as assungoes tém um caracter local: a conclusao de cada passo

de deducao tem associado um conjunto préprio de assuncoes.

Esses objectos (conclusdo associada a hipdtese) chamaremos sequente e

o sistema de deducao dai resultante chama-se calculo de sequentes.
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4 N

Como resultado de ser orientado & assuncdo e nao a conclusdo (como o sis-

Deducao Natural

tema hilbertiano) a dedugdo natural é definida, essencialmente, por regras de

inferéncia que sistematizam a funcionalidade base para lidar com assungoes.
Os axiomas nos sistemas de Gentzen sao s6 regras sem premissas.

Uma regra de inferéncia na dedugao natural escreve-se

[A1]  [As] [Ay]
p P .- P,
C

(nome)

Além das premissas P; e da conclusao C' que tém um significado idéntico
nas regras do sistema hilbertiano, ocorrem aqui assuncoes A; . A pro-
posicao A; é a assun¢do a fechar na premissa P; pela aplicacao desta
regra.

Exemplo: Duas das regras paradigméticas de dedugao natural sao

[P] [Pl Q]
Q | C C PVvQ E
PDQ D) C Vv

A regra |5 (lé-se introdug¢do de D) fecha a hipotese P na premissa ) para
produzir a conclusdgo P D Q.

A regra Ey (lé-se eliminacdo de V) fecha a assuncdo P na 1% premissa e a
assuncao () na 2% premissa. A terceira premissa P V @ nao fecha qualquer

assuncgao.

Toda a regra de deducao natural tem uma férmula principal gerada
por um dos conectivos da légica. Em |5 a férmula principal é P D @
enquanto que PV @ é a férmula principal de E, .

Uma regra de introducao tem a férmula principal como conclusao;

/

JosE MANUEL E. VALENGA @ DI Universidade do Minho 1999-2000

\\uma regra de eliminagao tem a férmula principal como premissa.




~

8/DEFINI(;AO Uma deducao I' - P, no sistema deducao natural, é uma arvore

que satisfaz as seguintes condicoes:

(1) Cada folha da arvore ou é uma proposicao A € I' (e, neste caso, diz-se que
é uma assuncgao aberta) ou entdo é uma uma proposi¢ao arbitraria A
associada a uma marca e, neste caso, chama-se assuncao fechada.

A marca serve para distinguir uma assuncao aberta de uma assuncao fe-

chada (mesmo que descritas pela mesma proposi¢ao) e serve também para
distinguir duas assungoes fechadas com a mesma proposicao.

(2) Cada nodo interno C é conclusao de uma regra de dedugao
[A1] [A2] [An]
P P .- P,
C

tal que:

(a) Cada premissa P; é conclusao de uma dedugao D;

(b) As sub-drvores de C' sdo determinadas pelas premissas P; e coincidem
com a deducao D; respectiva excepto em que todas as eventuais ocor-
réncias ai de assungoes abertas A; sao convertidas em assuncgoes fecha-

das (e marcadas apropriadamente).

Exemplo 1 uma Aarvore de deducao para P D P pode ser construida do

seguinte modo

1. Primeiro constroéi-se uma arvore formada por uma sb6 folha P ; esta é uma
arvore que tem P nao s6 como conclusao mas também como assungao

aberta.

2. Usa-se a regra |5 que introduz a conclusao P D P e fecha a assuncao P

_P
PHOP °

Para indicar o fecho da assuncao P coloca-se um trago sobre a assuncgao.

A arvore resultante (muito simples, com apenas dois nodos) ndo tem assuncoes

\\abertas e tem conclusdo P D P; denota, assim, a relacdo {} - P D P. /
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Exemplo 2 Uma deducao para o teorema PV P D P

- O 5 O 5up I(E2)(1)
P Vv
Pvpgp'ﬂm

Parte-se de trés assuncoes abertas: P, de novo P e PV P.

Usa-se a regra Ey que introduz a conclusao P e fecha as duas assuncoes P.

Nas assuncoes fechadas coloca-se a marca (1) que aparece também na regra.

Neste estado temos ainda aberta a assuncao PV P e temos P como conclusao.
Usando a regra |5 fecha-se essa assungdo (marcada com (2)) e introduz-se a
conclusao PV P D P.

Obteve-se uma deducao sem assuncoes abertas e com a conclusao pretendida.

Regras da Deducao Natural

Regras de Introducao

[P]
) s P L
ANQ P>Q PVvQ PVvQ@Q

Regras de Eliminagao

P/\QE P/\QE P PDQ c C P\/QE
P Al Q A2 Q

Regras do Absurdo e Negacao

[=P]
L P
P P ~-P=P> 1

N /
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1. O primeiro grupo apresenta regras de introdu¢do para os trés conectivos
binarios: A, V e D. Em cada uma de regras a féormula principal (a que

contém o conectivo que caracteriza a regra) é introduzido na conclusdo.

Note-se que a regra |5 determina, essencialmente um teorema de dedugao:
deduzir P D () é equivalente a deduzir ) sob hipbtese P.

2. As regras de eliminacdo constituem o 2° grupo e nelas a formula principal
ocorre numa premissa; isto significa que o objectivo é eliminar o conectivo
na conclusao.

Note-se que a regra de eliminagdo da implicacdo (E5) é a regra Modus
Ponens que é a tnica regra do sistema hilbertiano.

3. O 3° conjunto de regras lida, de forma especifica, com o conectivo absur-
do L e, através dele, com a negacao: a negagcao —P é vista como uma

abreviatura para a implicacao P D L.

Sao duas as regras que caracterizam o absurdo e, simultaneamente, o tipo

de logica proposicional que o sistema descreve.

(a) A primeira regra, representada por (ExF), é conhecida por Ez Falsum
Quod Libet ou, simplesmente, Ex Falsum.
Essencialmente diz-nos que de uma deducao que conclua o absurdo se
pode concluir qualquer outra proposi¢ao: uma inferéncia de premissa

absurda é sempre vélida qualquer que seja a conclusao.

(b) A segunda regra é o conhecido Reductio Ad Absurdum ou, lei da re-
ducao ao absurdo:
Se a assuncao de —P permite deduzir uma conclusao absurda entao
pode-se inferir P.

O Sistema de Dedugao Natural para a Logica Proposicional Cldssica, abre-
viadamente representado por N., é determinado pela globalidade das re-
gras aqui apresentadas.

O Sistema de Dedugao Natural para a Logica Proposicional Intuicionista,
abreviadamente representado por N; é determinado por todas as regras

excepto a ultima (RADb).

N /
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Construcao de Provas

Uma vez estabelecido a no¢ao de dedugao torna-se necessario sistematizar

o processo de construcao dessas dedugoes. Como 7

A abordagem mais directa sera a que segue exactamente a definicdo de dedugao

natural e est4 representada no seguinte programa PROLOG.

natural ([C],C, [C]).
natural (Ass,C, [C|Ds]) :- regra(C,Ps) , naturals(Acc,Ps,Ds).

naturals(Ass, [1,[]).
naturals(Ass, [[P,A]| Ps],[DIDs]) :-

natural ([A|Ass],P,D), naturals(Ass,Ps,Ds).
naturals(Ass, [P|Ps],[DIDs]) -

natural (Ass,P,D), naturals(Ass,Ps,Ds).

O programa usa uma base de factos, estabelecida pelo predicado regra, que
define as regras de inferéncia. Neste exemplo usamos apenas as regras de in-

trodugdo e da eliminagdo da disjuncdo (V) e da implicagao (D).

regra(P => Q, [[Q,P]]). regra(P v Q,[P]). regra(P v Q,[Q]).
regra(Q, [P , P => Q]). regra(C, [[C,P] , [C,Q] , P v QI).

Em dedugoes onde s6 sao usadas regras de introdugao este programa nao tem

dificuldade em encontrar a solugao correcta.

| ?- natural([], p => p, D).

D = [p=>p,[pl]l 7

yes

| ?- natural([], p=>p v q, D).
D = [p=>p v q,[p v q,[p]]] ?
yes

Porém, se a deducgao exige uma regra de eliminacao, este programa nao consegue

calcula-la.

N /
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4 N

O programa PROLOG tenta construir a deducao partindo da conclusao
para as premissas e tenta aplicar a cada uma das premissas o mesmo

processo que aplicou a conclusao.

Genericamente esta abordagem para construcao de provas designa-se por
propagacao em retrocesso.

§ Na construgao de provas por propagacao em retrocesso é crucial que as regras
satisfacam a chamada propriedade da sub-fé6rmula: nas premissas as even-

tuais formulas principais sao sempre sub-férmulas de formulas da conclusao.

Quando esta propriedade se verifica, uma prova por propagacao em retrocesso
(progredindo da conclusdo para as premissas) vai sempre simplificando formulas

até estas serem atoémicas; assim garante-se que a prova termina.

Na deducgao natural as regras de introducao satisfazem a propriedade da sub-

formula mas as de eliminacao nao verificam esta propriedade.

Basta ver a forma de uma das regras (por exemplo, Eyv) tem, nas premissas,
férmulas que nao ocorrem na conclusao. A propagacao em retrocesso, ao evoluir

da conclusao para as premissas, ird “complicar” neste caso a férmula principal.

Em alternativa é possivel construir uma prova evoluindo das premissas

para as conclusoes; isto designa-se por propagacao em progresso.

§ As provas construidas por propagagdo em progresso nao sio afectadas (direc-

tamente) pela verificagio, pelas regras, da propriedade de sub-formula.

Aqui, porém, é necessario prever quais as assuncgoes que podem vir a produzir
a conclusao pretendida. A prova é muito mais dificil de sistematizar porque

nao existe a estrutura da conclusao para guiar a escolha da regra de inferéncia.

E muito mais simples construir uma “prova manual” (porque podemos usar
heuristicas e experiéncia para guiar a escolha da regra de inferéncia e das as-
suncoes adequadas a cada passo) do que um algoritmo automaético que tem

dificuldade, normalmente, em usar tais heuristicas.

N /
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/Exemplo 1: construcgao, por propagacao em progresso, da deducao natural do
teorema ((PD> Q) D> P)DP.

Parte-se de trés assungbes: =P, P e (PDQ)DP.

—p (2) B (1)

E>

ég (ExF)
PDQID(l) (PDQ)DP(E3)
P (rab)(2 D

(P>Q)DP)DP

Esta forma de construcao tem a grande desvantagem de nao ter um “guia”
que permita escolher, no inicio, quais as assungoes que devem ser colocadas
e decidir, em cada estado subsequente, qual a regra a aplicar de modo a se
chegar a conclusao pretendida e, ao mesmo tempo, se conseguir fechar todas as
assuncoes definidas de inicio.

De qualquer forma a arvore aqui construida poderia ser representada de forma
alternativa. Usamos a indentagao para representar os niveis da arvore e, junto

a cada conclusao, indicamos o conjunto de assuncoes abertas nesse estado.

Pierce (P>DQ)DP)DP
1. =P [(PD>Q)D>P,-P,P] assungio
2. P (PDQ)DP,—-P,P] assungio
1. 1 (PDQ)DP,-P, P E5
1. Q (P>Q)D>P,-P, P ExF
1. PDOQ (PDQ)DP,~P] I5
2. (PDQ)DP [(PDQ)DP,-P] assungio
1. P [(PDQ)DP, P E5
1. P [(PDQ)DP] RAb
1. (PDQ)DOP)DP [] I5

N /

1999-2000



subsequentes.

/Normalmente nao é necessario ter presente, em cada estado da construcao da
prova, todas as assuncoes que estao abertas: basta normalmente representar
aquelas que sao “relevantes” para o estado em questao e para todos os estados

Dentro deste principio poderiamos representar o quadro anterior da seguinte

forma

Pierce (P>Q)DP)DP
1. =P assuncao
2. P assuncao
1. L Eo
1. @ ExF
1. PDOAQ 5
2. (PD>Q)DP [(PDQ)DP assungdo
1. P (PDQ)DP,-P Es
1. P [(PDQ)D RAb
1. (PDQ)DP)DP I5

nessa validacao.

\\ “guie” o processo de prova.

Genericamente as diferentes proposi¢oes/conclusoes “herdam” as assungoes dos
niveis superiores que nao sejam fechadas pela aplicagao da regra.

Este quadro representa essencialmente a mesma informagao que o quadro an-
terior numa abordagem mais sistemética i representacao de assungoes. Abre,

no entanto, perspectiva a duas decisoes com grande importancia:

(1) Se cada nodo na arvore tem associado o seu conjunto préprio de assungoes
faz sentido agregar conclusao+assungoes numa tinica entidade que descreva

nao s6 uma frase que queiramos validar mas também as hipéteses usadas

(2) A agregacdo conclusido+assungbes permite ver a férmula principal de um
passo de prova uma vez englobado nas assungoes e outras vezes incluido na
conclusao. Isto vai permitir que a estrutura sintictica dessas agregacoes

~

/
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/A agregacao de um conjunto de assin¢bes A com uma conclusao C' cria

uma entidade a que chama-mos sequente e que se escreve 2

A=C
Em termos de sequentes a deducgao natural representada no quadro anterior
sera
Pierce (P>DQ)DP)DP
1. =P = -P assuncao
2. P=P assuncao
1. -P,P= 1 Es
1. =P,P=Q ExF
1. =P=(PD>Q) I5
2. (P>Q)>D>P)=((PD>Q)DP) assun¢io
1. (PD>Q)DP),-P=>P Es
. (PDQ)DOP)=P RAb
. =>=(P>Q)D>DP)DP )

Este quadro descreve uma nova arvore em que, agora, os nodos deixam de ser

proposicoes para passarem a ser sequentes:

-P = -P P=P
-P,P= 1
-P,P=Q (EZ(IF)) ass

-P=(P>Q) *° (P>QDP)=(PD>Q)DP)

(P>Q)D>P),~-P=P
(P>Q)D>DP)=P

= (PD>DQ)DP)DP

(E5)

(Es)
(RAb)

D

aExistem varias formas de escrever este mesmo sequente; uma delas A F C é usada
no sistema JAPE. No entanto, porque neste curso F ja representa relagoes de dedugao,

\\escolhemos = para os sequentes. /
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Apesar das aparéncias a deducao natural escrita em termos de sequentes é bas-
tante mais simples que a dedugao original porque nao é preciso gerir informacao
global a toda a dedugdo (como nas operagoes de fecho de assungoes). Toda a
manipulagao é agora feita localmente quer no lado das assungoes quer do lado
da conclusao.

Torna-se, no entanto, necessario definir um novo conceito de dedu¢ao, uma nova
sintaxe de regra de inferéncia e um novo conjunto de regras de inferéncia de

acordo com essa nova sintaxe.

9 DEFINICAO Uma deducao natural em sequentes, para a relacao I' - C',
é uma arvore cujos nodos sao sequentes, cuja conclusao é o sequente

I' = C e que satisfaz uma das seguintes condi¢oes:

(1) A arvore é uma folha I' = C com C € T'; neste caso a dedugao diz-se

justificada por assuncao.

(2) Existe uma regra de inferéncia

Al1=>P ANo=>P --- A,=P,
r=2~=C

e existe deducao D; para cada uma das premissas A; = P;; a de-
ducao tem I' = C como raiz e tem as varias deducoes D; como

sub-4rvores.

Note-se, em primeiro lugar, a simplicidade desta definicado quando comparada
com a defini¢ao 8.

Note-se também que, porque nao existe gestao global de assuncoes, a defini-
¢ao determina uma estrutura simplesmente definida recursivamente; é natural,
por isso, que os algoritmos que manipulam esta estrutura tenham uma forma

recursiva simples.

N /
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sistema de regras de inferéncia para a dedugao natural em

o

sequentes da Logica Proposicional é agora definido da seguinte forma:

a

Regras de Introducao

r=P A=0Q I,P=Q

T,A=PAQ (12) I‘:>(PDQ)(D)
=P I'=@
r=pvg WD r=pvg V2

Regras de Eliminagao

'=PAQ
I'=P

'=PAQ

(End) = Q

(EA2)

'=P A=PDQ e LP=C AQ=C T=PVQ e
A= Q (E5) TAYT = C (Ev)

Regras do Absurdo e Negacgao

r'h-P=P

I'=sP I'=P (RAb)

—lpE(PD_L)

Representamos por Ns,. o sistema de deducao natural orientado ao se-
quente para a Loégica Proposicional Cléssica determinado pela definicao 9
e por este conjunto de 8 regras de inferéncia; representamos por Ns; a
sua versao intuicionista onde se exclui a regra (RADb).

&A virgula é usada tanto para representar a uniao de dois conjuntos de assungoes

(ex: T';A) como a jungdo de uma assung¢do a um conjunto (ex: I', P).

N /
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Equivaléncia de Sistemas de Deducao da Loégica
Proposicional

Neste curso foram j& apresentados trés sistemas de dedugao para a Loégica
Proposicional Classica: o sistema H de deducgdo hilbertiano (definigdo 7), o
sistema N. de deducdo natural orientado as férmulas (definigdo 8) e o sistema
Ns. de dedugao natural baseado em sequentes (defini¢do 9).

Torna-se necessario comparar as relacoes de dedugao determinadas por estes
sistemas. Vamos verificar que eles sao, essencialmente, equivalentes: isto é,

provam exactamente os mesmos teoremas.

6 PROPOSICAO Os sistemas de deducao N, e Ns. sao equivalentes: uma
proposicao é teorema num dos sistemas se e s6 se for teorema no outro.

Analogamente sao equivalentes os sistemas N; e Ns;.

Prova

Os dois sistemas diferem apenas no tratamento das assuncoes. No sistema Ns.
a conclusao acumula sempre as assuncoes abertas das premissas que nao sejam
fechadas explicitamente pela regra; por isso, em qualquer estado da prova,
I' = P, o lado esquerdo I' acumulam todas as assuncgoes abertas na arvore
acima. Isto & ' coincide com o conjunto global de assun¢oes abertas na prova
N. correspondente (com conclusdo P).

Feita esta observacao, se tomarmos qualquer deducao em Ns. de conclusao
I' = P, obtemos uma deducao em N de conclusdo P usando as regras de
inferéncia correspondentes e I' como conjunto global de assuncoes abertas nesse
estado.

Inversamente se tomarmos qualquer deducao em N. podemos, em cada estado
P, reduzir o conjunto de assuncgoes abertas as assuncgoes que sao introduzidas
na sub-arvore de raiz P (tal como fizemos na construcio do tltimo quadro).

Desta forma construimos o conjunto I' das assuncoes “locais” a P e, dai, o
sequente I' = P. Usando as regras correspondentes as usadas em N. constroéi-
se uma deducdao em Ns. que tem esse sequente como conclusao.

\\Os mesmos argumentos sao aplicaveis aos sistemas intuicionistas N; e Ns;. /
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Formalmente as propriedades essenciais dos dois sistemas de deducgao
natural N, e Ns,. sao expressos nos seguintes resultados.

3 TEOREMA Os sistemas de deducao H, N. e Ns. sao equivalentes.

Prova
A prova da equivaléncia entre H e N. é apresentada no texto Basic Proof
Theory (teorema 2.4.3) referido na apresentagio deste curso.

Essencialmente a prova analisa as varias possibilidades de chegar a uma conclu-
sao P, num dos sistemas, e atendendo & estrutura sintactica de P constréi uma
prova no outro sistemas. A equivaléncia entre H e Ns. resulta desta primeira

equivaléncia e da proposicao 6.

3 COROLARIO Os sistemas de deducao N, e Ns, para a Loégica Proposici-

onal Cléassica sao correctos e completos.

Prova
O sistema H é correcto e completo (teorema 2); como é equivalente a N, e a Ns,

ambos estes sistemas de deducao tém de ser igualmente correctos e completos.

4 COROLARIO As relagoes de dedugao definidas pelos sistemas de deducao
N. e Ns, para a Loégica Proposicional Cléssica satisfazem as condicgoes

de inclusao, monotonia e corte.

Prova
A relacao de deducao determinada por N (ou Ns.) coincide, pelo teorema 3,
com a determinada pelo sistema H; como esta dltima satisfaz as condigoes de

inclusao, monotonia e corte, a primeira também satisfaz as mesmas condigoes.

N /
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Apobs estabelecer a equivaléncia, correccao e completude dos sistemas de dedu-

Propagacao em retrocesso no sistema Ns,

cao natural é necessario voltar a analisar a questao da sistematiza¢ao da prova:
como definir, se possivel, uma algoritmo que, partindo do conjunto de hipdtese
I' e da conclusao P, construa uma deducgao para a relacdgo I' H P num dos
sistemas de deducao natural .

Dado que a sistematizacao de uma prova por propagacgao em progresso é dificil
de realizar, procuraremos apresentar construcoes de prova baseadas, essencial-

mente, na propagacgao em retrocesso.

As provas constroem deducgoes “da conclusdo para as premissas”. as arvores

que as representam sao construidas “da raiz para as folhas”.

A construgdo, por propagacdo em retrocesso, da dedugdo que apresentadmos
para a tautologia ((P D Q) D P) D P pode ser inicializada no seguinte

quadro
Pierce (P>Q)DOP)DP
1. =>(P>QD>P)DP 5

1. (P>QD>D>P=P RAb
1. -P,(PD>Q)DP=P

que corresponde & arvore

-P,(PD>DQ)DP=P
(P>DQ)DP=P
= (PD>Q)DP)DP

(RAb)
(15)

(1)

Esta arvore nao é uma dedugao em Ns. porque a sua unica folha nao veri-
fica nenhuma das condigoes previstas na definicao 9; a arvore representa uma

dedugao parcial (ou incompleta) e designa um estado de prova.

A propagacao em retrocesso transforma estados de prova noutros estados de

prova até atingir a deducgao final.

N /
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/Partindo de um estado de prova inicial definido pelo teorema que se pretende

provar, este estado de prova foi alcancado por uma sequéncia de transformacoes:

(P>Q)DP=P I
) =(P>Q>P>P (2 S(PoQoP P 7

-P,(P>Q)DP=P
(P>DQ)DODP=P
3 =(P>Q)DP)DP

(RAb)
(15)

(4)
A transformagao genérica aqui usada é condicionada por regras de inferéncia

mas tem uma forma tnica ja discutida na definicdo 9 (condigdo 2.); chama-se

resolucgao e para a definir é conveniente apresentar alguns conceitos prévios.

10 DEFINICAO Um estado de prova para a relacao I' H C' é uma &arvore

cujos nodos sao sequentes e assume uma das formas:

(1) E uma folha T = C.

A=P - A,=P,
(2) Existe uma regra de inferéncia '=7C e estados

de prova D; para cada uma das relagées A; - P;. O estado de prova
é formado pela raiz I' = C e pelas sub-arvores D;.

Comparando esta definicdo com a de dedugdo (defini¢cdo 9) constata-se que a
diferenca essencial estd na exigéncia das folhas serem fechadas por assungao
(i.e., C € T') que é imposta na defini¢do de dedugdo mas nio é imposta na
definicao de estado de prova.

Deste modo,

Um estado de prova torna-se uma dedug¢do quando todas as suas folhas sdo
fechadas por assunc¢ao

Para construir uma deducgao para T' - C parte-se do estado de prova I' = C
e, por transformacgoes apropriadas, vio-se obtendo novos estados de prova até

atingir um que tenha todas as folhas fechadas por assung¢do.

N /
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Resolucao de estados de prova

Suponhamos que temos dois estados de prova R e S em que a conclusao de R
coincide com uma das folhas de S (por exemplo, a primeira).

R1 Rm Sl STL
(R) St So (S)
Nestas circunstancias diz-se que os dois estados sao resolaveis e a sua re-

solucao (representada por R ® S) é o estado de prova que se obtém de S
substituindo a folha S; por R.

]%.1 Rm

T S

SO... ; s

Como forma essencial de transformacao do estado de prova, as provas por
retrocesso usam uma forma particular de resolucao: consideram que R é sempre

uma regra de inferéncia

Isto é possivel porque, de acordo com a defini¢ao, uma regra de inferéncia é um
caso particular de deducao incompleta.

Nestas transformacoes § denota o estado que estid a evoluir para a deducao
pretendida. A resolucao R ® S seré

Rl v Rm
5. S

Som | (R®S)

N /
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/Exemplo 1 \

Considere-se a construcao de uma dedugao para o teorema PV P D P.

Parte-se do estado de prova definido pelo sequente determinado pelo teorema
= PVPDOP (*)

O estado é agora transformado por resolugao com a regra |5 que, neste caso,
toma a forma particular

PvP=2P
—PVPOP (%)

Como o estado de prova é, por enquanto, uma simples folha a resolugao coincide
com esta mesma regra.

O estado seguinte obtém-se calculando a resolucao do estado actual com a regra
Ev na forma particular

PvPP=P PVPP=P PVP=PVP
PvVP=P (1)

O estado de prova resultante da resolugdo de (1) com (*x) sera

PVPP=P PVPP=P PVP=PVP

PvP=P
—~PVPOP (1)

Todas as folhas deste estado de prova sao fechadas por assuncao. Por isso o
estado é a deducgao pretendida.

Este mesmo processo de construcao de uma deducao pode ser sumariado no
seguinte quadro.

=PVPDOP
1. =PVPDOP I>
1. PVP=P Ev
1. PVP,P=P assunc¢ao
2. PVPP=>P assunc¢ao
3. PVP=PVP assuncao

N /
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Exemplo 2
Considere-se como estado de prova S a arvore em (1) (acetato 15) e como regra

de inferéncia uma instancia da regra E-.

A resolugao com uma regra de eliminagdo introduz sempre uma proposigao
“incdgnita” que podemos instanciar com uma proposi¢ao concreta da forma

que for mais conveniente ao prosseguimento da prova.

Neste caso a regra, onde 7A denota essa proposi¢ao incdgnita, é

A=7ADP A="7A
(R) A= P com A= {-P,(PD>Q) DP}

A regra nao satisfaz a condi¢do de sub-férmula devido, precisamente, & ambi-
guidade em relagdo a 7A . Note-se porém que, qualquer que seja 7A, R e S

sao resoliveis.

A evolugao do estado de prova pode ser representada no seguinte quadro.

Pierce (P>Q)DOP)DP

. ={(P>QDODP)DP >
1. (P>Q)D>P=P RAb
1. =P, (P>Q)DP=P Es

1. =P, (PD>DQ)DP=7ADP
2. -P,(PDQ)DP="7A

Com a intensao de fechar sequentes por assuncao, sao possiveis diferentes es-
colhas para 7A: qualquer das escolhas 7A=-P,ou TA= (P2 Q) D P ou
ainda 7A = (P D @), fecha uma das folhas “abertas”.

A “boa escolha” deve facilitar a construcao de uma prova para a folha restante.

Por isso vamos adoptar pela altima possibilidade: 7A = (P D Q).

O quadro de prova é ent3o ... (continua)

N /
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1. P-P,(PD>Q)DP=1

Pierce (P>Q)D>DP)DP
1. =(P>2Q)DP)DP >
. PDQ)DODP=P RAb
1. -P,(PD>Q)DP=P Es
1. =P,(P>Q)DP=(PD>Q)DP assun¢io
2. -P,(PD>Q)DP=PDQ >
1. P-P,(PD>Q)DP=Q ExF

Mais uma vez surge a necessidade de usar uma regra de eliminagao; por coin-

cidéncia é a mesma regra E- ja usada antes.

O processo repete-se com a

introdugao de uma nova proposi¢cao incognita agora representada por 7B

Pierce (P>Q)DOP)DP

1. P-P,(PD>Q)DP=1

1. P,mP,(PDQ)DP=7?BDO L
1. P-P,(PD>Q)DP=1"B

A escolha de 7B = P e a identidade —P = P O 1 permite fechar por assuncao
as duas restantes folhas.

Pierce (P>DQ)D>P)DP

1. P-P(PD>Q)DP=1

1. P-P,(PD>DQ)DP=P

1. P-P,(PD>Q)DP=-P

Es
assuncao

assuncao

/
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O seguinte programa PROLOG d& uma primeira aproximacao a construcao de
provas por propagacao em retrocessono sistema Ns,.

Os sequentes sao representados por um par formado por uma lista de assung¢ades
e por uma conclusdo separados pelo simbolo ==>. As regras sao representadas

por factos com trés argumentos: o nome, a conclusdo e uma lista de premissas.®

natural(G ==> C ,[G ==> C]) :- member(C,G).

natural(S,[S | SubArv]) t-
print(’regra para > ’), print(S), nl, read(N), regra(N,S,Prems),
naturals(Prems, SubArv).

naturals([],[1).

naturals([S|Ss], [A|As]) :- natural(S,A) , naturals(Ss,As).
h
regra(ii, ==> P =>Q , [[PIG] ==> Q).

G
regra(ei, G ==>Q , [G==>P =>Q, G == P]).
regra(eo, G ==> C , [[PIG] ==> C , [QIG] ==>C , G ==> P v Q).
regra(exf, G ==>Q , [G==>P , G ==> -(P)]).
regra(rab, G ==> P , [[-(P)IG] ==> P]).

O programa interroga o utilizador sobre a regra que deve aplicar em cada passo:
o utilizador “guia” o programa. Por exemplo, para provar PV P O P o programa
é guiado da seguinte forma:

| ?- natural([] ==> p v p => p, D).
regra para > []==>p v p=>p
l: ii.

regra para > [p v p]==>p

|: eo.
D = [[]==>p v p=>p,
[[p v pl==>p,
[p,p v pl==>pl,[lp,p v pl==>pl,[[p v pl==>p v pl1] 7
yes

aPor simplicidade apresentamos aqui apenas algumas das regras.

N /
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Os sistemas de dedugao natural orientados aos sequentes (por exemplo, Ns.)

Nocao generalizada de sequente

favorecem a construgao de provas por propagacao em retrocesso dada a simpli-
cidade com que sao definidos estados de prova e dedugoes completas.

No entanto, porque as regras de eliminagao nao satisfazem a propriedade da
sub-formula, nao existe garantia que as provas possam ser automatizadas: o
uso dessas regras num estado de prova pode criar premissas mais complexas

que a propria conclusao desse estado.

Como consequéncia seria ideal conseguir definir um sistema que definisse dedu-
¢oes simples (como Ns.) e, simultaneamente, s6 usasse regras de introdugao.

Para construir um tal sistema pode-se usar o grau de liberdade, ainda nao explo-
rado, que consiste em introduzir as formulas principais tanto no lado esquerdo
(assungdes) como do lado direito (conclusoes) do sequente.

Tomemos, como exemplo, a regra E5 no sistema Ns.

ILP=C AQ=C TI''A=PVQ
IA=C

Com a ajuda da regra Modus Ponens prova-se facilmente (como brevemente

veremos) que esta regra é equivalente a uma outra

P=C AQ=>C
ILAPVQ=C

Nesta nova regra constata-se que

(i) (PV Q) é “transferida” de uma premissa para a conclusdo da regra; a
formula principal passa a ser parte da conclusao e, consequentemente, a

regra transforma-se numa regra de introducao.

(ii) toda a manipulacdo de féormulas passa a ser feita no lado das assungoes

(o lado direito dos sequentes ndo muda); nomeadamente (P V Q) passa
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Um sistema de deducao orientados aos sequentes que apenas usam regras

de introducao designa-se, genericamente, por calculo de sequentes.

Num célculo de sequentes a nocao de deducao e a nocao de estado de pro-
va sao precisamente as mesmas que forma apresentadas, respectivamente, na

defini¢ao 9 e na definigao 10.

Porém a nocao de sequente vai ser generalizada e o conjunto de regras de infe-
réncia serd alterado para ser formado exclusivamente por regras que satisfazem

a propriedade da sub-féormula.

Ao contrario das regras de deducao natural, onde apenas as conclusées dos
sequentes contém férmulas principais de regras, nos cilculos de sequentes tanto

as conclusoes como as assungoes dos sequentes contém férmulas principais.

Para ser possivel construir calculos de sequentes que satisfacam estes

objectivos é necessario dar uma nova definicao de sequente.

11 DEFINIGAO Um sequente é um par de teorias I' e A (eventualmente
vazias) escrito I' == A . Se A contém, quanto muito, uma férmula o

sequente diz-se intuicionista.

Exemplo

As seguintes construgoes sao sequentes

AJADB=B A, —A = = A,-A

O primeiro é um sequente do tipo usado na dedugao natural: um conjunto de
féormulas do lado esquerdo e uma tunica férmula do lado direito.

Os dois restantes sequentes tém um dos lados vazio e nenhum deles se adequa
a nocao de sequente usada na deducao natural: num caso o lado direito nao

contém qualquer férmula e no outro contém 2 férmulas.

Os dois primeiros sao sequentes intuicionistas mas o dltimo nao é.
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E possivel definir nos sequentes uma nocao de validade classica baseada
na validade das férmulas que o constituem. Porém, no estudo dos sequen-
tes, € normalmente definido o conceito “pela negativa”: isto é, procura-se
determinar as circunstancias em que o sequente nao é valido. Neste caso

o sequente diz-se refutado.

12 DEFINIGAO Um modelo M refuta o sequente I' = A se valida a teoria
I', -A; isto é
MET, -A

O sequente é refutado se existe pelo menos um modelo que o refuta.

Nota: dada uma teoria A representa-se por —A a teoria que e obtém subs-
tituindo toda a proposicaio P € A por —P.

Por exemplo, ={A,—A} é a teoria {—A,——A}.
O modelo M valida a teoria I',—A se valida todas as suas proposigoes; isto

significa que todas as formulas P € I' devem ser validas e todas as féormulas
Q € A devem ser nao validas. Logo

I' = A é refutado se existe um modelo que valide todas as formulas no lado

esquerdo I' e invalide todas as féormulas do lado direito A.

Exemplo
Nenhum dos sequentes seguintes pode ser refutado

PDOQ,P=Q -P, P = = —-P,P P=P
No primeiro caso porque isso implicaria encontrar um modelo onde P D ) e P
fossem validos e () nao valido.

No sequente —P, P =, porque isso implicaria encontrar um modelo onde —P
fosse valido e, ao mesmo tempo, P fosse também valido.

No sequente = =P, P, porque tal equivaleria a encontrar um modelo onde —P

e P fossem, simultaneamente, nao validas.

Finalmente P = P nao pode ser refutado porque isso equivaleria encontrar

\\um modelo onde, simultaneamente, P fosse valido e nao valido. /
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O predicado PROLOG refuta implementa a definicao de refutacao; tem por pa-
rametros o universo U dos simbolos proposicionais, um modelo M neste universo

e o sequente G ==> D.

O predicado neg constréi a negacao de uma teoria. O predicado valt é imple-
mentados separadamente e verifica a validade da teoria T no modelo M.

refuta(U,M, G ==> D) :-
neg(D,Dn), append(G,Dn,T), sublist(M,U), valt(M,T).

neg([]1,[1).
neg([PIL],[-(P)|Ln]) :- neg(L,Ln).

Este programa determina se um sequente é refutado e, se for, determina um

modelo que refuta o sequente. Como exemplos

| ?- refuta(lp,ql, M, [1 ==> [((p => q) => p) => pl).
no

| 7- refuta(lp,ql, M, [p => ql ==> [ql).

M=1[]7

yes

| ?- refuta(lp,ql, M, [p => ql ==> [-(@)]).

M= [q,p] 7

yes

O primeiro exemplo mostra que = ((P D Q) D P) D P nao pode ser refutado

e, por isso, serve de prova do lema de Pierce.

O segundo exemplo mostra que, num modelo onde P e () nao sejam véalidos,
o sequente (P D Q) = @ é refutado.

Finalmente o terceiro exemplo mostra que um modelo que valide P e ) refuta

o sequente (P D Q)= Q.
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Sistema de Deducao de Gentzen LK

A finalidade e um calculo de sequentes é a obtencao de um sistema de

deducao onde todas as regras de inferéncia sejam do tipo introducao.

Apenas assim é possivel garantir que o sistema de deducgao tenha a propriedade
da sub-férmula e por isso, numa prova por propagacao em retrocesso, as férmu-

las tornam-se progressivamente mais simples consoante a prova é construida.

As nocoes de deducao e de estado de prova sao idénticas as definidas nas

defini¢coes 9 e 10 mas adaptadas & versao generalizada de sequente.

13 DEFINICAO Um estado de prova para o sequente I' = A, no calculo
de sequentes, é uma arvore cujos nodos sao sequentes e satisfaz uma das
seguintes condigoes:

(1) A arvore é a folha I' = A .

=4 --- I'n=A4A,
(2) Existe uma regra de inferéncia '=A e existe

um estado de prova D; para cada uma das premissas I'; = A;; a

arvore tem I' = A como raiz e os varios D; como sub-arvores.

Um estado de prova é uma dedugao para a relacao I' F C' quando tem
I' = C como conclusao e todas as folhas Y = A sao fechadas por

assuncao; isto é, T e A contém, pelo menos, uma proposi¢ao P comum.

Os possiveis calculos de sequentes vao ser determinados por conjuntos
apropriados de regras de inferéncia.

Numa primeira abordagem vamos definir um conjunto de regras de infe-

réncia onde todas as regras sao regras de introdugao excepto uma.
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Sistema de deducao LK+ (CORTE)

REGRA DO CORTE
rc=A I'"= C,A’

REGRAS “ESQUERDAS” (ASSUNGOES)

I'P,Q = A e I'P=A he=A
RPAQ:A(A) ILPVQ=A

= A I'=PA I'=PA

Comentarios

em termos de sequentes.

N

T,I' = A, A (corte)
REGRAS “DIREITAS” (CONCLUSOES)
I'= P A '=Q,A D I'=PQ,A D
I =PAQ,A (Dr) FéPV@A(\O
P=Q,A rLrP=A
FéPDQA(%) réﬁﬂAm”

ILPOQR=A (E5) FﬁPiA(E)

1. A primeira regra, conhecida por (CORTE), explicita a propriedade do corte

Vemos que nas premissas ocorre uma proposi¢do C' (dita férmula do corte)
que nao ocorre na conclusao. Por isso esta regra nao satisfaz a proprie-
dade da sub-féormula. De facto pretende-se que, em todo este sistema de

deducao, ela seja a tinica que eventualmente nao satisfaz essa propriedade.

/

JosE MANUEL E. VALENgA @ DI Universidade do Minho

1999-2000



-

~

2. Todas as restantes regras sdo regras de introducdo (a férmula principal

ocorre sempre na conclusio) e dividem-se em dois grupos: as regras direitas
sao aquelas onde a féormula principal ocorre no lado direito do sequente e
as regras esquerdas sao, naturalmente, aquelas onde essa férmula ocorre

no lado esquerdo.

. As regras direitas manipulam conclusdes de sequentes; as férmulas princi-

pais nessas conclusoes dao decompostas em sub-férmulas que sao passadas
para qualquer dos lados das premissas. Vém substituir as regras de intro-

ducao da deducgao natural.

As regras esquerdas vém substituir as regras de eliminacdo da dedugao
natural. Lidam com as assuncoes das conclusoes e transferem as sub-

féormulas da féormula principal para qualquer dos lados das premissas.

. Pela primeira vez introduzimos regras explicitas para a negagao sem recor-

N

rer & intervengao do absurdo | . Neste sistema de dedugao a negacao é

uma conectiva primitiva e o absurdo é visto como uma abreviatura

1l = PA-P

Exemplo Prova de ((P D> Q) D P) D P em LK+(CORTE).

Pierce (P>Q)DOP)DP
1. =(P>2Q)DP)DP D>
1. P>Q)D>DP=P E>
1. P=P assuncao
2. =P,PDQ D>
1. P=PQ assunc¢ao

E de destacar a simplicidade desta prova quando comparada com a prova nos

sistemas de deducao natural.

N
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Refutacao de estados de prova

A correccao de um sistema de deducao orientado a sequentes é, normal-

mente, expresso em termos da refutacao de sequentes.

Informalmente um sequente I' = A é refutado quando é possivel que
todas as proposicoes P € I' sejam wvdlidas e todas as proposicoes @@ € A
sejam nao vdlidas.

Inversamente o sequente é aceite se, sempre que todos as P € I' sejam
vdlidas, alguma @) € A é também vdlida.

A nocao de validade por refutacao pode ser agora aplicada a estados de
prova e, em particular, a regras de inferéncia.

Considere-se um estado de prova definido por uma arvore
Rl Rn
S
14 DEFINICAO O estado de prova é correcto quando toda eventual refuta-

cao de S implica a refutacao de pelo menos uma das folhas R; .

7 PROPOSICAO Se uma deducgao é correcta e tem conclusao S entao, ne-

cessariamente, S nao pode ser refutado (é aceite).

Note-se que numa deducdao é um estado de prova onde todas as folhas sao
fechadas por assuncao; por isso nunca podem ser refutadas e consequentemente,
sendo a deducao um estado de prova correcto, a conclusao também nao pode

ser refutada.
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Os estados de prova ou sao simples sequentes (folhas) ou s@o construidos
por resolucao a partir de outros estados de prova. Das defini¢ées conclui-

se imediatamente

8 PROPOSICAO Uma folha é um estado de prova correcto. A resolucao de
dois estados de prova correctos é também um estado de prova correcto.

Um estado de prova construido com regras de inferéncia correctas é sem-

pre correcto.

A demonstragao deste resultado é uma consequéncia simples das definigoes. O
seguinte programa PROLOG implementa directamente essas defini¢oes e pode

ser usado para verificar a correccao de um estado de prova.

correcto(U, [S]).

correcto(U,[S]|_]) :- \+ refuta(U,_,S).

correcto(U,[C|P]) :-
setof (X,refuta(U,X,C),Mc), setof(Y,refutaF(U,Y,P), Mf),
sublist (Mc,Mf).

refutaF(U,M,D) :- folhas(D,F), refuta(U,M,F).

O predicado correcto recebe como paradmetros o universo U dos simbolos pro-
posicionais e a deducao e verifica a definicao de dedugao calculando o conjunto
Mc dos modelos que refutam a conclusao e o conjunto Mf dos modelos que

refutam uma das folhas.

Os predicados folhas e refuta sao implementados separadamente e determi-

nam as folhas de uma dedugao e os modelos que refutam um dado sequente.

| ?- correcto([pl, [ [1 ==> [p] 1).

yes

| ?- correcto([p,ql, [ [1 ==> [p => ql , [[p] ==> [ql] 1).
yes

| ?- correcto([p,ql, [ [1 ==> [p & ql , [[] ==> [ql] D).
no
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Correccao do Sistema LK + (CORTE)

Como consequéncia da proposicao 8 basta que todas as regras de inferéncia
sejam estados de prova correctos para que todo o estado de prova, construido

de acordo com a definicao 13, seja correcto.

Em particular uma dedugdo para a relacdo I' H C (que tem I' = C co-
mo conclusdo), sendo construida com regras de inferéncia correctas, tem uma
conclusdo necessariamente ndo refutavel (proposicao 7). Nessas circunstancias
verifica-se I' = C e a relacdo de deducgdo é, portanto, correcta.

Em conclusdo, para mostrar a correc¢ao do sistema de dedu¢do LK + (CORTE),

basta provar a correccao de todas as suas regras de inferéncia.

4 TEOREMA Todas as regras de inferéncia de LK + (CORTE) sdo estados
de prova correctos.

A demonstracao deste resultado faz-se aplicando a definicdo 14 a cada uma das
regras de inferéncia. Apenas como exemplo, ilustra-mos essa prova na regra

rhe=A ' P A
LPOQR=A

(Es)

Um modelo, que refute a conclusdo, valida {I',—~A} e valida P D @ ; para tal,

ou valida ) ou entao valida —P.

Portanto o modelo valida {I", Q, ~A} ou entdo valida {I", =P, = A}; isto significa
que refuta o sequente I',QQ = A ou entdo refuta o sequente I' = P, A.

De acordo com a defini¢cdo 14 isto implica que a regra (E5) é um estado de

prova correcto.

Para as restantes regras procede-se de forma analoga.
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Exemplos
Alguns exemplos de deducoes simples no sistema LK+ (CORTE)

PV -P
1. = PV-P Dy
1. = P,—-P D_
1. P=P assuncao
PVPDOP
1. =PVPDOP D>
1. PVP=P Ev
1. P=P assuncao
2. P=P assuncao
PARDQAR [PDQ]
1. PODQ=PARDQAR D5
1. POQ,PANAR=QAR En
1. PO>DQ,PR=QAR Da
1. POQ,P,R=Q E-
1. Q,P,R=Q assuncdo
2. PR= PQ assunc¢ao
2. PO>Q,PR=R assunc¢ao

conectivos.

N

E 6bvio, nestes exemplos, que cada deducao usa tantas resolugoes com regras
esquerdas ou direitas quantos os conectivos no sequente a provar. Por exemplo,

a ultima deducao tem 4 conectivos e cada uma das resolugoes elimina um dos
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Equivaléncia entre LK+ (CORTE) e Ns,

O sistema LK+ (cORTE) foi motivado pelo objectivo de construir um sistema
de deducgado equivalente & dedugdo natural (que justifique, portanto, as mesmas
relagbes I' - C') e que tenha apenas regras que satisfacam a propriedade da
sub-formulas.

O sistema LK+ (CORTE) aproxima-se destes objectivos mas é necessario mos-

trar que é equivalente & deducao natural. Para isso é necessario provar

9 PROPOSIGAO Toda a regra do sistema LK+ (CORTE) é uma consequéncia
do sistema Ns, e, vice-versa, toda a regra deste tiltimo é uma consequén-
cia do primeiro.

Para construir provar, no sistema Ns. , regras de LK+ (CORTE) é necessario
representar sequentes generalizados I' = A (onde o lado direito pode ser
qualquer conjunto finito) em sequentes I' = C' usados em Ns,. Para isso
um sequente I' = { } representa-se por I' = | e um sequente I' = C, A
representa-se por I',—A = C.

Por exemplo, para provar a regra
I'P=Q,A
'=P>Q,A

(D>)

usa-se a codificacao para escrever essa regra da forma
I'-A,P=qQ
I'-A=P>AQ

onde se reconhece a regra de introducao de D na dedugao natural.

A segunda parte exige uma prova em LK+ (CORTE) para cada regra de Ns. .

[lustra-mos o processo com a regra Modus Ponens.

r-r g=q =
ILPO>Q=0Q (E5) A=P>Q
A= Q

N /
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/Implementagéo em ProLoG \

Apresentamos agora um esbog¢o® de um programa PROLOG que constréi quadros
de prova por propagacao em retrocesso no sistema LK.

Dada a necessidade de representar teorias por listas, e dado que a manipulagao
de listas é sempre feita pela “cabeca” da lista, cada teoria é aqui representada
por duas listas ligadas pelo simbolo @. A primeira lista contém as proposi¢oes
antes da férmula principal, enquanto a segunda contém a férmula principal (a

cabeca) e as proposigoes restantes.

O segundo conjunto de clausulas do predicado 1k usa esta representacao para
transferir um candidato a férmula principal, que nao foi processado pelas duas
clausulas anteriores, da segunda destas listas para a primeira.

deduc(P) :- 1k( []Je[] ==> [] e [P]).
h
1k(S)
1k (C)
h
1k( Ge @ [P|Gd] ==> De @ Dd) :- 1k([P|Ge] @ Gd ==> De @ Dd).
1k( Ge @ Gd ==> De @ [P|IDd]) :- 1k(Ge @ Gd ==> [P|De] @ Dd).
/A
1ks([1, ).
1ks([SIR],N) :- 1k(S,N), 1lks(R,N).
/A
assuncao (Ge@Gd ==> De@Dd) :-

append (Ge,Gd,G), append(De,Dd,D), member(C,G), member(C,D).
regra(conE, Ge@[P & QIGd] ==> De@Dd , [Ge@[P,Q|Gd] ==> De@Dd]).
regra(impD, Ge@Gd ==> De@[P => Q|Dd], [Ge@[P|Gd] ==> De@[Q|Dd] 1]).

assuncao(S), print(’assu’), print(S), nl.

regra(R,C,Prems), print(R), print(C), nl, lks(Prems).

Estao aqui apresentadas apenas duas das regras de inferéncia. As restantes
representam-se de forma analoga e estao disponiveis no texto completo do pro-

grama.

(continua)

20 texto completo deste programa estd disponivel no URL da disciplina.
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(a) (PD>Q)DP)DP

| ?- deduc(((p => q) => p) => p).

impD [1==>[((p=>q)=>p)=>p]
impE [(p=>q)=>pl==>[p]
assu [pl==>[p]

impD [1==>[p=>q,p]

assu [pl==>[q,p]

yes

(b) (P2>-Q)>(Q>~P)

| ?- deduc((p => -(q)) => (q => -(p))).

impD [1==>[(p=> -(q))=>q=> -(p)]
impE [p=> -(q)]1==>[g=> -(p)]
nege  [-(q)]1==>[q=> -(p)]

impD [1==>[q,q=> -(p)]

assu [ql==>[q,-(p)]

impD  [1==>[p,q=> -(p)]

negD [ql==>[p,-(p)]

assu [p,ql==>[p]

yes

N

Exemplos de deducoes construidas por este programa:
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O calculo de sequentes LJ

O sistema LJ é a versao de LK usando “sequentes intuicionistas”; isto é,

sequentes em que o lado direito tem, quanto muito, uma férmula.

As nocgoes de dedugao e estado de prova sao as mesmas que em LK e

apenas muda o conjunto de refras de inferéncia.

REGRA DO CORTE
rc=A I'=~0C

T T = A (corte)
REGRAS “DIREITAS” (CONCLUSOES)
I'=P '=qQ =P I'=@Q
Fa P = Q I'=>
F:>PDQ(D3) r= 1 (Pu
REGRAS “ESQUERDAS” (ASSUNGOES)
IPQ=A (E,) rP=A F,Q:>A(E)
ILPAQ=A ‘" ILPVQ=A v

re=4A T,P5Q=P _ (
PO>QR=A (E5) Il=A

N /
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(iii)

/Comentérios

(i) Note-se que as regras da negacao foram substituidas por regras “esquerda”

e “direita” para o absurdo 1 . A negacdo é definida por abreviatura

—-A = AD L

A regra direita afirma que um lado direito vazio é equivalente ao absurdo.

A regra esquerda diz que qualquer sequente com uma assung¢ao absurda

nao pode ser refutado.

Esta regra esquerda, porque nao tem quaisquer premissas, constitui uma
forma legitima de fechar estados de prova; no sistema LLJ as provas podem

ser fechadas por assungdo (como em LK) ou por resolu¢do com a regra

E,.

A regra “esquerda” da implicagao contém uma premissa um tanto inespe-

rada: a féormula principal P D ) mantém-se no lado esquerdo de uma

das premissas.

Como os lados direitos dos sequentes tém quanto muito uma férmula, a

regra Dy tem de ser decomposta em duas regras.

Exemplo
AvBDOC [ADC,BDC|
1. ADC,BODC=AVBDOC D>
1. ADC,BOC,AVB=C Ev
1. ADC,BDODC,A=C E>
1. BOCAC=C assuncdo
2. BOC,AJADC=A assungio
2. ADC,BODC,B=C E5
1. ADC,B,C=C assuncao
2. ADC,B,BO>O(C=8BH assuncdo

~
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