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Genericamente a Loégica Posicional associa a frases de uma linguagem

Sintaxe

o atributo de validade.

Exemplos de frases eventualmente validas

(1) O programa P termina

(

2)
(3) Se a varidvel z alcanga o valor 0 entdo o programa P termina.
4)

(

Frases que, num determinado contexto, sao logicamente atémicas no

A wvaridvel x alcanca o valor 0.

O programa P termina e a varidvel x alcanc¢a o valor 0

sentido em que a sua validade é independente da validade de qualquer

outra frase sao representadas por simbolos proposicionais.

Todas as frases da logica que nao sao representadas por esses simbo-
los sao construidas por combinacao de outras frases usando conectivos
proposicionais.

As frases (1) e (2) podem ser representados por simbolos proposicionais; p.ex.
pe€q.

As frases (3) e (4) s@o construidas a custa de p e q usando, respectivamente, o
conectivo implicagao e o conectivo conjuncao

qop e PAQq

1 DEFINIGAO Dado um conjunto de simbolos proposicionais P a linguagem

proposicional Lp é o menor conjunto de frases que contém P e ainda

PAQ , PVQ , P>Q , -P , |

para todo P,Q) € Lp.
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Existem duas visoes alternativas do conceito de validade:

Validade Classica: a cada proposicao estd associado um e s6 um de dois
valores de verdade (denotados pelos simbolos verdadeiro e falso); a
proposicao é valida se lhe é associado o valor verdadeiro.

Validade Intuicionista: uma proposicao é valida se e s6 se é possivel
construir uma prova dessa validade.

ExEmMPLO
chove amanha ou nao chove amanha
é representada por uma proposi¢do p V (—p) que é sempre valida na abordagem

classica mas nao é garantidamente valida na abordagem intuicionista.

De facto intuicionisticamente a frase s6 seria valida se fosse possivel provar que

amanha chove ou entao se fosse possivel provar que amanha nao chove.

Validade Cléassica

2 DEFINICAO Um modelo de Lp é um subconjunto M C P. Um simbolo
proposicional p € P é valido no modelo M, e escreve-se

MiEp

se e s6 se for um elemento de M.

ExXEMPLO
Se P = {po,p1, - ,Pn, -} for um conjunto de simbolos proposicionais, um
possivel modelo dessa logica serd

M = {pi|ié impar }
Neste caso verifica-se

M |= p3 e MIEps

N /
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A nocao de formula vdlida num modelo estende-se a proposi¢oes genéricas

3 DEFINIGAO Dado um modelo M, uma proposi¢ao P é valida no modelo,
representada por M = P, quando

(1) M=p ssep € M quando p for atémico.
(2) M=—-P sse M}£P.

(3) MI=PAQ sse MEP e M EQ.

(49 MEPVQ sse M=P ou M Q.
(5) MEPSQ sse MIEP ou ME Q.
(6) M £ L

Esta defini¢ao traduz-se directamente no seguinte c6digo PROLOG

:- use_module(library(lists), [member/2]).
:- op(400,fy,-), op(500,xfy,&), op(600,xfy,v), op(650,xfy,=>).

val(M, P) :- atom(P) , member(P,M).
val(M, -(P)) \+ val(M,P).
val(M, P & Q) val(M,P) , val(M,Q).

val(M, Pv Q) :- val(M,P) ; val(M,Q).
val(M, P => Q) :- \+ val(M,P) ; val(M,Q).
val(M, abs) - fail.

O exemplo seguinte usa este coédigo para determinar a validade da pro-

posigdo p D (¢ A p) nos modelos {p,q} e {p}.
| ?- val(lp,q] , p => (q & p)).

yes
| ?- val([p] , p => (q & p)).

no

N /
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Validade Intuicionista

Em Loégica Proposicional Intuicionista uma prova para uma proposicao P
é uma qualquer estrutura matemaética que verifique as seguintes condicgoes
(conhecidas por condigées de Kolmogorov-Heyting)

(KH-1) Nao existe qualquer prova associada & constante L.

(KH-2) Uma prova de P A @ obtém-se apresentando uma prova de P e uma

prova de Q.

(KH-3) Uma prova de PV @ obtém-se apresentando uma prova de P ou uma

prova de () e identificando a alternativa escolhida.

KH-4) Uma prova de P D () é uma transformacgao que, a cada eventual prova
¢

de P, associa uma prova de Q.

(KH-5) —P é uma abreviatura de P D L.

Um modelo intuicionista da Loégica Proposicional M; selecciona as

proposicoes validas associando, a cada uma, pelo menos uma prova.

1 PROPOSIGAO M; determina um modelo da M tal que toda proposicao
P vélida intuicionisticamente em M, verifica M = P.

Prova Definimos M como o conjunto de todos os simbolos proposicionais
validos em M;. Podemos agora percorrer, por indugao, os casos previstos na
definicdo 3 e verificar M = P em cada caso.

Tomando, por exemplo, o caso (5) temos de considerar duas possibilidades:

(i) N&o existe prova para P; entdo P nao é valido, verifica-se M [~ P e,
pela defini¢do (5), isto garante M =P D Q,

(ii) Existe prova para P; entdo, usando a prova intuicionista de P D @Q
constroéi-se uma prova para Q. Isto garante M = Q que, pela defini-
cao (b), é suficiente para assegurar M =P D Q.

N /
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Notas

A proposicao 1 estabelece, essencialmente, que toda a proposicao valida intui-
cioistcamente é valida classicamente. O inverso nao é verdade como se pode
ver do exemplo

chove amanhda ou nao chove amanha

A Légica Proposicional Classica estad mais perto da nogao usual de validade. A
Logica Intuicionista representa melhor as situagoes onde os aspectos computa-

cionais sao importantes. Ambas devem ser estudadas neste curso.

Teorias

Uma teoria I' é um conjunto de proposicoes. A teoria é valida no modelo
M, e escreve-se

MET

quando todas as proposi¢oes em I' sao M-validas.

O seguinte c6digo PROLOG usa a anterior definicao de val(M, P) para verificar

a validade de uma teoria.

valt(M, [1).
valt(M, [P|G]) :- val(M,P) , valt(M,G).

Por exemplo, a validade da teoria {pA¢q, p D ¢} nos modelos {p, ¢} e {q}, pode

ser verificada com

| 7- valt(lp,ql , [p & q, p => ql).
yes
| 7- valt([ql , [p & q , p => ql).

no

N /
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Consequéncia Seméantica

A noc¢ao de consequéncia lida com validade que seja independente de

modelos.

4 DEFINIGAO Se, para todo o modelo M, sempre que se verificar M =T
verifica-se M = P diz-se que P é uma consequéncia semantica da

teoria I' e escreve-se
=P

Uma tautologia é qualquer consequéncia da teoria vazia —{} = P ou

simplesmente = P.

Quando o conjunto de simbolos proposicionais é finito é possivel implementar
directamente este definicio em PROLOG usando dois procedimentos auxiliares:
modelos calcula todos os modelos possiveis formados com simbolos U, enquanto
que entails implementa prépriamente a definicado de consequéncia dado um
conjunto de modelos S.

conseq(U,G,P) :- modelos(U,S) , entails(S,G,P).
entails([],G,P).
entails([M|S], G, P):-

(valt(M,G) -> val(M,P) ; true) , entails(S,G,P).
modelos(U,S) :- setof(M, sublist(M,U), S).

Usamos este programa para verificar que ((P D @) D P) D P é uma tautologia

| ?- conseq([p,ql, [1, ((p => q) => p) => p).

yes

N /
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Relacoes de Deducao

Motivacao

As nogdes seméanticas (como tautologia ou consequéncia) nao sao faceis de utili-
zar quando se pretende verificar a validade de uma frase. O niimero de modelos
que é necessario analisar pode ser infinito ou, mesmo que seja finito, pode ser

de tal modo elevado que torna a abordagem directa impraticavel.

Alternativamente pode-se tentar identificar relacoes genéricas entre frases que
permitam determinar aquelas que sao validas. Se for, depois, possivel encontrar
um processo algoritmico de calcular estas relacoes temos uma forma alternativa

de determinar a validade dessas frases.

Surge assim a nocao de relagdo de dedugao

5 DEFINICAO Uma relagcao de deducao T' F P é uma relagao binaria

entre teorias I' e frases P, que verifica as seguintes condicoes,

(i) Se P €T entao I' - P (inclusdo)
(ii) Se AFP e I' DA entdo I'+ P (monotonia)
(iii) Se TU{H}FP e A+ H, entao TUAF P (corte)

Numa relacaoI' = P a proposicao P chama-se conclusao e as proposi¢oes
H € T' chamam-se hipé6teses.
Se se verificar {} F P (também escrito + P ) entdao P é um teorema
para a relacao de deducao | .

2 PROPOSIGAO A relagdo de consequéncia seméantica |= é uma relacao
de deducao.

Prova E trivial verificar a satisfacdo de cada uma das trés condicdes da defi-

nicdo 5 a partir da nog¢ao de consequéncia apresentada na definicao 4.

N /
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omentarios
(i) diz-nos que qualquer hipétese P € I' é sempre uma conclusdo de T

(ii) diz-nos que, se de um conjunto de hipoteses A é possivel deduzir a con-
clusdo P, entdo aumentando as hipoteses (escolhendo I' D A) consegue-se

deduzir pelo menos a mesma conclusao P.

(iii) justifica a utilizacdo de lemas nas dedugoes; em I'U{H} - P assume-
se que para concluir P sao necessarias as hipéteses em I' e ainda uma
hipotese extra H; assume-se também que H é conclusao de um outro
conjunto de hipoteses (A F H — o lema); a condigdo do corte diz-nos que
é possivel cortar a hipétese H substituindo-a pelas hipéteses A do lema.

A relagdo de consequéncia |= satisfaz as condigbes de uma relacio de dedu-
cao genérica. No entanto esta é uma relagao que, como dissemos, é de dificil
utilizacao.

Assim o que se pretende é uma outra relagao de dedugao F que seja facilmente
computavel e que seja, de alguma forma, equivalente & relagao de consequén-
cia. Pretende-se também definir termos de comparacao entre a relacdo de

consequéncia = e uma outra relacdo de dedugdo F qualquer.

6 DEFINICAO Uma relacao de deducao + diz-se correcta quando, sempre
que se verifica I' = P, verifica-se I' = P .
A relacgao diz-se completa quando, nao se verificando I' - P, podemos

garantir que também nao se verifica I' = P .

Comentarios
Quando uma relagao de dedugao é correcta isto significa que os deducgoes I' - P
que for possivel construir correspondem realmente a consequéncias seméanticas

I' = P legitimas: todos os teoremas sio tautologias.

Se a relacao for completa isto significa que nao existe nenhuma consequéncia

semantica que nao possa ser deduzida na relacdo F : nao existem tautologias
\_ J
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Exemplo
O seguinte programa PROLOG implementa uma relacdo de dedugdo (descrita

no predicado prove(G,P)) que é correcta mas que ndo é completa.

prove(G, P) :- atom(P) , member(P,G).

prove(G , P & Q) :- prove(G , P) , prove(G , Q).
prove([A & B | Gl , P) :- prove([A,B|G] , P).

prove(G , P => Q) :- prove([P|G] , Q).

prove([A => B| G] , P) :- prove(G , A) , prove([BIG] , P).
prove([H|G] , P) :- prove(G , P).

Com esta relacdo de dedugdo pode-se, por exemplo, deduzir {p D q,p} F ¢

| ?- prove([p => q, pl, Q).

yes

A relacdo é correcta porque todas as deducdes que constrdi correspondem a

consequéncias valias.

A relacdo de deducao esta longe de ser completa porque esté limitada a propo-
sicoes que nao tém outros conectivos além de D e A e adicionalmente, mesmo

nesta logica restrita, nao consegue deduzir todas as consequéncias validas.

Por exemplo, a consequéncia {p,p D ¢} = ¢ é valida mas o programa responde

| ?- prove([lp , p => ql, Q).

no

O problema esté na dltima clausula que "perde'" a hipétese H depois de a tentar

usar nas cldusulas anteriores.

Pode-se modificar este programa acrescentando uma varidvel Acc de forma a
acumular as hipoéteses testadas; estas hipoteses nao sao "deitadas fora" mas

ficam ainda disponiveis para futuros testes.

N /
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- use_module(library(lists), [member/2]).
T- op(500,xfy,&), op(650,xfy,=>).

prove(G , P) :- prove(G , [1 , P).
prove(G, Acc , P) =

atom(P) , (member(P,G) ; member(P,Acc)).
prove(G , Acc, P & Q) =

prove(G , Acc , P) , prove(G , Acc , Q).
prove([A & B | G] , Acc, P) :- prove([A,B|G] , Acc , P).
prove(G , Acc , P => Q) :- prove([P|G] , Acc, Q).
prove([A => B| G] , Acc , P) :-

prove(G , Acc , A) , prove([BIG] , Acc , P).
prove([H|G] , Acc , P) :- prove(G , [H|Accl , P).

Note-se que o predicado prove ocorre com 2 argumentos na primeira cldusula
(onde ndo se usa nenhuma acumulacdo de hipoteses) e ocorre com 3 argumentos
nas restantes clausulas (introduzindo a acumulagdo de hipdteses usadas).

Agora a dedugdo {p,p D q} F g ja da o resultado esperado.

| ?- prove([p,p=>ql,q).

yes

Note-se que esta técnica de acumulacao de hipéteses é meramente algoritmi-
ca; nao se reflecte na definicio de dedugao mas apenas na forma como ela é

implementada.

N /

JosE MANUEL E. VALENGA @ DI Universidade do Minho Outubro, 1999




Sistemas de Deducao

Como qualquer linguagem proposicional (ndo trivial) tem um namero
infinito de proposicoes P e um niimero infinito de teorias I' nao é possi-
vel construir um algoritmo que compare todas as possibilidades de con-
sequéncia I' = P com todas as possibilidades de dedugdo T' - P e
conclua se a relacao de deducao é correcta ou completa.

A prova de que uma relagdo de deducao é eventualmente correcta e/ou
completa tem de outros métodos que nao a comparacao exaustiva das
duas relagoes.

Um sistema de dedugao é uma linguagem (cujas frases se designam
por dedugoes) que permite definir uma rela¢do de dedugao de tal modo

que é possivel verificar se tais rela¢oes sdo correctas e/ou completas.

Cada frase desta linguagem (deducao) identifica sintacticamente uma pro-
posicao particular como sendo a conclusao da dedugao e um conjunto de

outras proposi¢oes como sendo hipoteses da deducao.

Cada deducao bem-formada identifica de forma meramente sintéctica,
um elemento I' - P de uma relacao entre hipoteses e conclusdes. O
sistema de deducao é bem-formado se a relacao assim definida satisfizer
as condicoes da definicao 5.

N /
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Exemplo
Um possivel sistema de dedugao é o programa PROLOG que implementa o pre-

dicado prove(G,P).

Como argumentos deste predicado temos o conjunto de hipoteses G e a conclusao
P. Cada execugao deste programa origina uma deducao que se escreve registando
todas as invocacOes intermédias de prove com os respectivos argumentos (o

"trace" da execugdo do programa).

A invocagao da deducdo {p,p D ¢} F ¢, com o programa PROLOG descrito no

anteriormente em modo trace, origina um texto do seguinte tipo.

| ?- prove([p, p => ql, q).
Call: prove([p,p=>ql,q)
Call: prove([p,p=>ql,[1,q9)

Call: prove([p=>ql, [pl,q)
Call: prove([1, [pl,p)
Exit: prove([1, [pl,p)
Call: prove([ql, [p],q)
Exit: prove([ql, [p],q)
Exit: prove([p=>ql, [p]l,q)

Exit: prove([p,p=>ql,[]1,q)
Exit: prove([p,p=>ql,q)

yes

{trace}

As linhas Call indicam a invocagdo do predicado enquanto as linhas Exit

indicam o fim de uma invocagao com sucesso.

Este texto identifica claramente as hip6teses e a conclusdo (na invocagado inici-
al) e representa uma descri¢do de como é construida a prova da consequéncia
pretendida. Como tal o texto pode ser visto como uma dedu¢ao no sistema de

dedu¢ao que o programa PROLOG representa.

N /
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Sistemas de Deducao Hilbertianos

Neste curso estudaremos em detalhe alguns sistemas de deducao com interesse
computacional (como a dedugao natural, o calculo de sequentes , o sis-
tema de «tableaux») mas, no entanto, para ilustrar os conceitos genéricos é

preferivel comecar-mos por um outro sistema conceptualmente mais simples.

7 DEFINICAO Um sistema de deducgao hilbertiano é determinado por um
conjunto de férmulas A (chamadas axiomas) e por um conjunto de
regras de inferéncia com a estrutura seguinte

P P --- P,
C

C é uma férmula chamada conclusao da rega e cada uma das entidades

P; é uma também uma férmula designada por premissa da regra.

Uma dedugao hilbertiana I' - P é uma sequéncia de férmulas

D = <Qla 7Qi7 7Qja Ty Qm>

satisfazendo as seguintes condigoes:
1. A primeira férmula, (), , coincide com P.

2. Cada uma das férmulas Q; é gerada de um dos seguintes modos:
(i) Q; coincide com um dos axiomas A € A, ou
(ii) Q; coincide com uma das hipéteses de dedu¢ao H € T', ou

(iii) @Q; coincide com a conclusdo C' de uma regra de inferéncia em
que todas as premissas sao féormulas (); que ocorrem em D
depois de Q; (i.e., j > 1).

N /
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Exemplo
E possivel apresentar muitos sistemas hilbertianos para a Logica Proposicional.
Um dos mais vulgares é definido para apenas duas conectivas (= e D) e é

constituido por trés axiomas e uma tnica regra de inferéncia.

(A1) PO>DQDP

(A2) (PODQDR)D(PD>Q)DPDODR

(43) (=PDQ)D(-PD—-Q)DP

(mMp) P PO Q Modus Ponens

E importante referir que (A1), (4z2) e (A3) sdo realmente esquemas de aziomas
denotando um ndmero infinito de axiomas diferentes: para cada substituicao

das varidveis P, (Q e R por férmulas concretas, obtemos um novo axioma.

O mesmo se passa com (MP): cada substitui¢cdo de P e @ por férmulas concretas

d& origem a uma regra diferente.

O seguinte quadro representa uma deducao neste sistema para - P D P . Cada
linha do quadro contém uma férmula da sequéncia que constitui a deducdo. A
esquerda indicamos o ntimero de ordem da féormula e & direita indicamos a

justificacao para a sua inclusdao na sequéncia.

refl POP

1. PDOP MP 2,3
2. PO(PDP) Ay
3. (P>(PD>P)D(PDOP) MP 4,5
4. PO(PDOP)DP Ay
5. (PO>D>(PDOP)DP)D(PD(PDP)D(PDP) A

N /
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A dedugdo {P D @, Q D R} - P D R ilustra a construgdo de uma dedugao
hilbertiana envolvendo hipoéteses.

trans POR [PDQ,QDR]
1. PDOR MP 2,3
2. (P>Q)D>(PDR) MP 4,5
3. PDOAQ hipotese
4. (PDQDOR)D(PD>Q)D(PDR) Ay
5. (PD>Q@DR) MP 6,7
6. @DR)D(PD(QDOR) A4
7. QDR hipotese

Os quadros com que apresentamos estas dedugoes tém um cabegalho com um
identificador (para que esta dedugdo possa ser referida em dedugdes futuras),
a conclusao e as hipoteses da deducao.

Como se facilmente demonstra toda relacao de deducao hilbertiana verifica as
trés condigbes (inclusdo, monotonia e corte) que caracterizam uma relacdo de
deducao genérica.

Nomeadamente a condicao de corte pode ser usada para disponibilizar no-
vas regras de inferéncia: se previamente se tiver construida uma deducao
{H1,--- ,H,} F H, a condigdo de corte garante que é possivel usar

H, ... H,
H

como regra de inferéncia em dedugoes futuras.

E o que se ilustra no exemplo seguinte que invoca as duas dedugoes anteriores

identificadas pelos nomes refl e trans.

N /
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dneg -——PD>P

1. -——mPDOP trans 2,3
2. ==P D> (=P D> -—P) Ay
3. (w-PD>—-—P)DP MP 4,5
4. (-PD>-P)D(-PD>D—-—P)DP As
5. (P D -P) refl

O seguinte programa Prolog implementa directamente a definicao de dedugao
de Hilbert. O predicado axioma instancia os varios axiomas e o predicado regra

instancia nas varias regras do sistema hilbertiano usado.

deduz(_,P,[P|_]) - axioma(P).

deduz(G,P,[P]|_]) - member(P,G).

deduz(G,P,[P|D]) - regra(Prem,P), deduz_prem(G,Prem,D).
deduz(G,P,[_|D]) - deduz(G,P,D).

deduz_prem(G, []1,D).
deduz_prem(G, [Q|Qs],D) :- deduz(G,Q,D), deduz_prem(G,Qs,D).

O sistema de deducao hilbertiano usado nos exemplos anteriores pode ser im-
plementado da forma seguinte.

axioma(P => Q => P).

axioma((P => Q => R) => (P => Q) => P => R).
axioma((-(P) => Q) => (-(P) => -(Q)) => P).
regra([P , P =>Q] , Q.

Uma construgao da deducao de = P D P é feita por

| ?- deduz([]l, p => p, D).

D = [p=>p,p=>_A=>p, (p=>_A=>p)=>p=>p,p=>(_A=>p)=>p,
(p=>(_A=>p)=>p)=>(p=>_A=>p)=>p=>p|_B] 7

yes

N /
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Comentarios

Nao ha garantia de que um tal programa consiga construir uma deducao D
para todo o par de argumentos G e P; essencialmente isto acontece porque cada
invocagao de deduz pode gerar argumentos P cada vez mais complexos.

A construcdo de dedugoes hilbertianas é sempre um processo assente numa
abordagem de "tentativa e experimentacao". O uso do corte e de lemas previ-
amente deduzidos como regras de inferéncia permite simplificar um pouco esse

Pprocesso.

O seguinte resultado permite simplificar o processo de construcao de de-
ducgoes hilbertianas mas também d& uma interpretacao prépria a impli-

cacao D ligando-a ao conceito de deducao.
TEOREMA (DA DEDUGAO) A relagao de dedugao determinada pelos axi-
omas (A1), (A2) e (As) e a regra (MP) verifica a seguinte condigao

''EFPD>Q seesése TTU{P}+FQ

(A demonstragao detes resultado aparece em qualquer texto de Ldgica Proposi-

conal e € feita por indug¢do no comprimento da dedugao.)

Exemplo

Para construir uma dedugao hilbertiana para a tautologia
-PD>(PDQ)

pode-se usar o teorema da deducao e construir, ao invés, uma deducao para
{-P,P}FQ

O quadro seguinte ilustra essa prova.

N /
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Q [-P, P ]
1. Q MP 2.4
2. (Q@>-P)DQ MP 3,5
3. ("Q@QD>P)D(-QD>-P)DQ As
4. (-Q D —P) MP 6,9
5. (-Q D P) MP 7,8
6. —-P D (-Q D —P) Aq
7. PO (-QDP) Aq
8. P hipotese
9. —P hipotese

por dois conectivos primitivos: a negagao — e a implicagao D

conectivos podem ser expressos em termos destes dois.
PVQ=(-PDQ) PAQ=~(PD-Q)
O seguinte programa PROLOG implementa esta conversao

conv(P,P) :- atom(P).

conv(-(P),-(P1)) :- conv(P,P1).

conv(P => Q, P1 => Q1) :- conv(P1,Q1).

conv(P & Q, -(P1 => -(Q1))) :- conv(P,P1) , conv(Q,Q1).
conv(P v Q, -(P1) => Q1) :- conv(P,P1) , conv(Q,Q1).

Exemplo de conversdao de PA (P V Q).

| ?7- conv( p & (pvaqg , U).
U= -(p=> -(-(p)=>q)) 7
yes

N

A deducgao directa para =P O P D @ seria muito mais complexa.

O sistema de dedugao de Hilbert aqui apresentado (descrito nos axiomas (A1),
(A2) e (As) e na regra Modus Ponens) contempla apenas uma logica descrita

. Os restantes

/
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E possivel definir outros sistemas de deducgao hilbertianos usando outros co-
nectivos primitivos. Por exemplo, usando — e V como conectivos primitivos
e A D B como abreviatura de —A V B, pode-se definir o seguinte sistema de

deducao
(B1) PvVvPOP (B:) PDOPVQ
(B3) PVvQD>QVP (Bs)) (PDOQ)D(RVPDORVQ)

(M P) P PD>Q
Q

Uma dedugdo para a tautologia - =PV P (equivalente a P D P) neste sistema

refl -PVP

1. =PVP MP 2,4
2. (-PVv(PVP)D(—PVP) MP 3,5
3. ((PVP)DP)D((-PV(PVP)D(—-PVP)) (Ba)
4. P>(PVP) = -PV(PVP) (Bs)
5. (PVP)DP (B1)

Existe uma equivaléncia entre o sistema de deducao definido pelos axi-
omas (A1)---(As) e o sistema de deducdo determinado pelos axiomas

(B1) - - - (Ba) expressa no seguinte resultado.

PROPOSICAO Os dois sistemas de deducao hilbertianos determinam exac-

tamente a mesma relacao de deducao.
Para provar este resultado, atendendo que ambos os sistemas tém a mesma

regra de inferéncia, basta mostrar, em cada sistema, que cada um dos seus

axiomas é um teorema no outro sistema. Por exemplo a dedugao seguinte

/

mostra que (A1) é um teorema no sistema {(B1),...,(Bs),(MP)}

N
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Ay P>@Q@D>P =-PV(-QVP)
1. =PV (-QV P) MP 2.5
2. (=PV(PV=Q))D =PV (=QVP)) MP 3,4
3. (PVv-Q)D>(-QVP))D

(PVPV=Q)D(PV(-QVP)) (Ba)
4. (PV-Q)D(—QVP) (Bs)
5. POPV-Q = =PV (PV-Q) (B>)

Varios outros conjuntos de axiomas sao possiveis que dao origem preci-
samente & mesma relacao de deducao. Por isso faz sentido representar
todos estes sistemas de dedugao equivalentes por uma tnica relagao kg
(a relacdo de dedugao de Hilbert).

2 TEOREMA A relacao de deducao de Hilbert, na Légica Proposicional
Classica, é correcta e completa.

Tomando o primeiro sistema de dedugao ({(A41), (42), (A3), (M P)}) como des-
critivo da relacao de deducao g, a prova da correccao pode ser feita mostrando
que cada um dos axiomas é uma tautologia e que {P,P D @} E P ¢é uma

consequéncia correcta.

Usando o programa PROLOG conseq podemos facilmente verificar esses factos.

| ?- conseq([p,ql, [0, p=>q => p).
yes
| ?- conseq([p,q,r],[1, (p =>q=>1) => (p =>q) =>p =>1r).

yes
| ?- conseq(lp,ql, [1, (-(p) => q) => (-(p) => -(q)) => p).
yes

| ?- conseq([lp,ql, [p,p => ql, Q).

yes

/
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/A prova da completude usa dois resultados intermédios. \

4 PROPOSIGAO Sao deduziveis no sistema de Hilbert as seguintes relacoes
(a) {P,-Q}F—(P>Q) (b) {P}F—=P
(c) {~P}FPDQ (d {QFPDQ
(e) {~PDQ,PDOQ}IFQ

A construcgao destas dedugoes é simples e é colocada como exercicio.

O segundo resultado intermédio usa a teoria de um modelo M, representada
por M, que é formada pelas féormulas p,se pE M ,e —p se p & M.

Exemplo: em U = {p,q,7}, se M = {p} entdio M = {p,—q,—r}.

A teoria de M é calculada pelo seguinte programa 2.

teoria(U,M,T) :-
(setof (-(P), (member(P,U) , \+ member(P,M)), T1) ; Ti= [1),
append (M,T1,T) .

| ?- teoria([p,q,r]l,[pl,T).
T = [p,-(@),-(x]1 7
yes

5 PROPOSIGAO Se M = A entdo verifica-se a dedugao Mbyg A.

A prova deste resultado faz-se definindo um predicado completude que constroéi
a dedugao usando como regras de inferéncia as dedugoes na proposicao 4.

completude(T,P,[P]) :-
member (P,T), (atom(P) ; (P = -(Q) , atom(Q))).
completude(T,P => Q, [P => Q | D]) :-
completude(T,-(P),D) ; completude(T,Q,D).
completude(T, -(-(P)), [-(-(P)) | D]) :-
completude(T,P,D).
completude(T,-(P => Q), [-(P => Q) | D]) :-
completude(T,P,Dp) , completude(T,-(Q), Dq), append(Dp,Dq,D).

\\ 2append é um predicado pre-definido que faz a jungao de duas listas. /
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Notas

A primeira cldusula analisa o caso em que A é um simbolo proposicional ou a
negacao de um simbolo proposicional (A = p ou A = —p).

A segunda clausula considera A = P D @ . Neste A é valido de for valido =P
ou de for valido Q.

Na primeira hipotese, a regra (c) e a deducao de conclusdo - P geram a dedugdo
de conclusdo P D @. No segundo caso é a regra (d) e a deducao de conclusdo
() que originam a dedugao pretendida.

As tltimas duas clausulas analisam os casos em que A é da forma —A’, sendo
A’ nao proposicional. Existem duas possibilidades: A’ =—-P ou A’ = P D Q.

Quando A = —A’ = ——P a regra (b) da proposi¢ido 4 permite construir uma

deducao de conclusao ——P a partir de uma deducao de conclusao P.

Quando A =-A" = —~(P D Q) a regra (a) permite construir uma dedugio de
conclusdo —(P D Q) juntando uma deducdo de conclusdo P com uma dedugdo
de conclusdo —Q. ?

O predicado comp é uma interface que 1& o universo de simbolos U, o modelo M
e a formula A, verifica se esta é uma consequéncia do modelo, calcula a teoria
e a deducgao e imprime estes resultados.

comp(U,M,A) :- conseq(U,M,A), teoria(U,M,T), completude(T,A,D),
print(’Teoria ’), print(T), nl, print(’Dedugdo ’), print(D), nl.

| ?- comp(lp,ql, [1 , ((p => q =>p) =>p).

Teoria [-(p),-(q)]
Dedugdo [((p=>q)=>p)=>p,-((p=>q)=>p),p=>q,-(p)]

yes

aPara simplificar a dedugao é possivel eliminar as férmulas repetidas que resultarem
desta juncao.
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Prova do teorema da completude
Se A é uma tautologia entdo, para todo o modelo M, verifica-se M |= A; pela
proposicdo 5, verifica-se também M F A.

Suponhamos que existem n simbolos proposicionais {p;}i—; ; entdo tem-se
{p1,p2,--,pn}FA e {-pi,p2,-- ,pn}t A
Pelo teorema da deducao verifica-se
{p2,---,pn}Fp1 DA e {p2,--+ ,pn}tF—-p1 DA

Usando a regra (e) da proposicdo 4 conclui-se

{p2a"' ;pn} A

Elimindmos a hip6tese p; da deducgao de A. Repetindo este processo podemos

eliminar sucessivamente todas as hipoteses pa,--- pn e concluir que se verifica
HA

Conclui-se assim que, sendo A uma tautologia, € também um teorema.

Esta mesma construcdo é generalizavel A situagdo em que se verifica I' = A.
Usando os mesmos argumentos pode-se construir a deducao I' I A.

1 CoroLARIO O sistema de deducgao hilbertiano é consistente; isto é, nao existe

nenhum teorema A em que —A seja também teorema.

(Como todo o teorema é uma tautologia — correc¢Go — ndo € possivel que A e
—A sejam ambos tautologias.)

2 CoRrROLARIO O sistema de dedugao hilbertiano tem negacao consistente; isto
é, verifica-se I'-—-A seesése TU{A} - L.

(Pela correc¢io e completude, verifica-se T' = = A se e sé se todo o modelo

que valida I ndo valida A. Portanto ndo eriste qualquer modelo que valide
FU{A}. Concluimos entao T'U{A} = L e, pela completude, T U{A} - L.)

N /
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