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LoGicA COMPUTACIONAL 1.Ldgica Proposicional

1.Légica Proposicional

Genericamente a Ldégica associa a frases de uma linguagem o atributo de
validade.

Frases de uma ldgica, construidas através de regras formais de sintaxe,
sao designadas por formulas e formam sempre um conjunto enumerdvel
construido indutivamente.

Neste curso iremos apresentar duas visoes essenciais da validade de féormulas:

Validade Classica: a cada proposicao estd associado um e sé um de dois
valores de verdade (denotados pelos simbolos 1 e 0 ou verdadeiro
e falso); a proposicdo é vélida se lhe é associado o valor 1 ou
verdadeiro.

Validade Intuicionista: uma proposicao é valida se e sé se é possivel
construir uma prova dessa validade.

Exemplo

chove amanha ou ndo chove amanha

é representada por uma proposicdo p V (—p) que é sempre vélida na abordagem cldssica
mas nao é necessariamente valida na abordagem intuicionista.

De facto intuicionisticamente a frase sé seria valida se fosse possivel provar que amanha

chove ou ent3o se fosse possivel provar que amanh3 n3o chove.
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LoGicA COMPUTACIONAL 1.Ldgica Proposicional

1.1. Sintaxe

Frases que, num determinado contexto, sdo logicamente atomicas no
sentido em que a sua validade é independente da validade de qualquer
outra frase sdo representadas por simbolos proposicionais. Numa Loégica
Proposicional, todas as frases que nao s3o representadas por esses simbolos
sdo construidas por combinacdo de outras frases usando conectivos.

Diferentes conjuntos de conectivos definem diferentes linguagens pro-
posicionais. A mais “comum”, designada por Logica Proposicional
Classica

DEFINICAO Dado um conjunto de simbolos proposicionais P a linguagem
proposicional classica Lp é o menor conjunto de frases que contém P e
ainda

L, m¢,(d), dN@, ¢V, d Dy, n— ¢ (1)

para todo ¢, p,n € Lp.

Note-se que . ..

Um objecto assim gerado tem, naturalmente, uma representacao arbdrea. Por exemplo, a
formula s — (p A q); —r é representado pela drvore

OO

p q (s

Numa perspectiva de representacao de dados, estas drvores transformam-se naturalmente
em grafos aciclicos quando se introduz a possibilidade de partilha de sub-férmulas.

Considere-se, por exemplo, a férmula (g A —=p) V (—=p A r) onde a sub-férmula —p
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LoGicA COMPUTACIONAL 1.Ldgica Proposicional

ocorre duas vezes. O grafo seguinte usa essa duplicacdo para simplificar a representacio

Varias variantes desta linguagem proposicional podem ser definidas.

Exemplos

Légica Hilbertiana minima: (Hp)

Linguagem definida pelos conectivos {L, D} ; a conversdo de férmulas em £ em
férmulas de ‘Hp obtém-se por aplicagdo sucessiva das seguintes regras de reescrita

¢V  ~ (9) Doy dNp o (2 V)
¢ o~ $pDL n — ¢; ~ (MA @)V (—nAp)

Légica de Formas Normais Negativas: (Lp,,)
Logica definida pelos conectivos —,V, A, com a restricio de a negacao — ser
aplicado, apenas, a simbolos proposicionais; portanto todas as férmulas tém uma das
quatro formas seguintes

p, P, ANy , ¢V com peEP ¢,p € Lp,

A conversdo de Lp em LPp, é feita por aplicagdo sucessiva das seguintes regras de
reescrita:

(¢ D @) ~ (mP) Ve | (n— ¢ ) ~ (MAP)V (=nAp)
_‘(_‘p) ~ P 4 ~ pA D pEP
—(¢ A p) ~ SV g —(¢ V) ~ S A g
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Grafos de Shannon (Sp)
Linguagem definida pelos conectivos {T, L, (- — -;-)} com a restricdo de que o
primeiro argumento do conectivo (- — -;-) ser sempre um simbolo proposicional.
Assim s3o apenas trés as formas possiveis de férmulas desta linguagem:

T ’ L ’ (p—>¢,90) com pEP ¢790€S73

A converséo de Lo em Sp passa pelo passo intermédio de conversdo em formas
normalizadas. A conversao de Cpn em Sp obtém-se por aplicagdo sucessiva das
seguintes regras

p~ (p—T;1) (p—=d0)Vn ~ (p—=dVn,0Vn)
p ~ (p— L;T) (p—d50)An ~ (Pp— PANPAN)

Parece claro que os grafos de Shannon assim produzidos sdo excessivamente complexos
e podem ser simplificados. Por exemplo é possivel usar directamente regras de
simplificacdo como

¢V T ~ T dpNL ~ L ¢V L ~ o PNANT ~ ¢

De facto a grande vantagem da representacao de férmulas proposicionais em grafos de
Shannon esta na facilidade com que se definem e implementam regras de simplificacdo
muito poderosas que permitem, de forma muito eficiente, fazer juizos sobre a validade
destas férmulas.

A representacdo, por grafo aciclico de uma férmula ¢ € S € feita usando regras
especificas: as folhas sdo sempre marcadas com um dos simbolos T, L e os nodos
(que n3o folhas) sdo marcados por simbolos proposicionais.

1 1L 1

Representa uma “pseudo-férmula” infinita ¢ gerada pelas seguintes equagoes

¢ = p—oe;P

v = qg— Lig
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1.2. Linguagens de Clausulas

No contexto da Légica Proposicional, um literal é um simbolo proposicional
p € P ou asua negacio —p.

As linguagens de clausulas s3o duas formas particulares da linguagem das
formas normais negativas assim definidas:

Formas Normais Conjuntivas (Lp_,) sub-linguagem de Lp  formada
por todas as férmulas onde nenhuma conjuncdo aparece como
argumento de uma disjuncao.

As féormulas nesta linguagem sdo sempre conjuncdes de disjuncoes de
literais; i.e. a sua forma mais geral é

(a1V...Vap) AN(b1 V... V) A...N(c1V...Vcp)

em que os a;, b;, . .., c; sao literais.

Formas Normais Disjuntivas (Lp , ) s.u_b—lmguagem de Lp, formada
por todas as férmulas onde nenhuma disjuncao aparece como argumento
de uma conjuncao.

As férmulas nesta linguagem s3ao sempre disjuncoes de conjuncoes de
literais

(arAN...Nap) VIBiLA...AD)V....V(c1 AN...Ncp)

Em qualquer um destes casos uma férmula pode ser representada sempre
por um conjunto de conjuntos de literais.

Tomemos por referéncia o caso das formas normais conjuntivas (o outro
caso é perfeitamente dual). Uma férmula ¢ pode ser representada por

¢ = CitNCogN...NCh

com C;=ajVasV...Va,
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As férmulas C'; designam-se por clausulas.
Cada cladsula pode ser representada por um conjunto de literais

C ={ay,a2,...,an}

e a formula ¢ pode ser representada pelo conjunto das clausulas

¢:{Cla02a"°ack‘}

Esta representacdo de férmulas é valida tanto para as formas conjuntivas
como para as formas disjuntivas. A diferenca estd em que, no primeiro
caso, as cldusula C'; tém implicita a disjuncdo de todos os seus elementos
e a formula ¢ tem implicita a conjuncdo das cladsulas. No caso das
formas disjuntivas, em cada cldusula C'; estd implicita a conjun¢do dos
seus literais e na férmula ¢ esta implicita a disjuncao das clausulas.

exemplo:
Considere-se a férmula seguinte numa das duas linguagens de clausulas

{p,—q,r} , {=p, 7}, {q,—r}}
Em ﬁpcn esta seria a representacao da férmula
(pV—=gVr)A(=pV-r)A(gV -r)

Em £73d seria a representacdo da férmula
n
(PA=gAT)V (=pA-T)V(gA—T)

[

Esta representacdo vai permitir que a manipulagdo das férmulas (para
provar a sua validade, por exemplo) se resuma a uma transformacgdo de
conjuntos; fica assim diluida toda a complexidade inerente a existéncia de
conectivos diversos com interpretaces diversas. Com esta estrutura basta
definir as regras de manipulacdo de conjuntos que tenham o significado
|6gico apropriado.
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A construgdo de formas normais conjuntivas (ou disjuntivas) a partir de
formas normais negativas é o nosso préoximo objectivo.

Antes, porém, é preciso sistematizar o tipo de operacdes genéricas que
sao admissiveis nos ‘“conjuntos de conjuntos de literais”. Vamos lidar,
essencialmente, com duas operagoes:

soma A soma de dois destas conjuntos, . € v, representada por u + v,
é a unido de conjuntos (com eventuais repeticdes). Por exemplo,

{{a, b}, {c,d}} + {{z, 9}, {7, w}} =
- {{aab} ’ {C7 d} ) {xvy} ) {Z7w}}

produto O produto p X v é o conjunto formada por todas as unides de
elementos de . com elementos de v . Por exemplo

{{a’b} ) {C7 d}} X {{x,y} ) {Zaw}} —
= {{a,b,z,y} , {c,d,x,y} , {a,b,z,w} , {c,d, z,w}}
exemplo:

Considere-se duas proposi¢des em forma normal conjuntiva = (a Ab) e v = (cAd),
sendo a, b, c, d literais; como conjuntos teriamos

p={{a} , {6}y , v={{c}, {d}}
Da associatividade e distributividade de A,V conclui-se
uANv = aANbANcANd
pVouv = (aVe)A(aVd)AN(bVe)A(bVd)
Como conjuntos teriamos
pAv = {{a}, {b}, {c} , {d}} = p+tv
pvo = {{a,c}, {a,d} , {bc}, {b,d}} = pxwv
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Este exemplo sugere a justificacao da seguinte proposicao

PROPOSICAO Se p e v sdo duas formas conjuntivas representadas por
conjuntos de conjuntos de literais entao pu N\ v € representado pela conjunto
uw—+v e uV v érepresentado pela conjunto pu X v .

Trocando os papeis dos simbolos A e V conclui-se também

PROPOSICAO Se u e wv sdo duas formas disjuntivas representadas por
conjuntos de conjuntos de literais entdo '\ v é representado pelo conjunto
uw-+v e uN\v érepresentado pelo conjunto pu X v .

Nestas linguagens tém importancia especial as clausulas e as formas vazias.

Numa forma conjuntiva a clausula vazia representa uma disjuncao C =
'I'L /7 - - 4 7 7 .

V=1 a; em que o niimero de literais a; é zero. Tal clausula® ¢ equivalente

a L.

Qualquer forma conjuntiva que contenha a clausula vazia tem a forma
@ = C A L e, portanto, é equivalente a L.

Por dualidade, nas formas disjuntivas, a clausula vazia representa uma
conjuncdo C' = /\?:1 a; em que o numero de literais é nulo; ou seja, é
uma representacao de T .

Qualquer forma disjuntiva que contenha a clausula vazia tem a forma
p =C V T e, portanto, é equivalente a T .

Finalmente, uma forma conjuntiva vazia (representada por um conjunto
vazio de clausulas) é a conjun¢do de zero elementos e, portanto, é
equivalente a T . Dualmente a forma disjuntiva vazia é uma disjuncao de
zero elementos e, assim, é equivalente a L .

1para ser vélida teria de existir algum literal que fosse valido; como nao existe nenhum
a cldusula serd sempre invalida.
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1.3. Validade e Verificacao

Ao longo desta seccao vamos definir a nocao de validade classica da légica
proposicional Lp .

Essencialmente vamos definir uma estratégia para associar valores de
verdade a férmulas e analisar como é que se distribuem esses valores
de verdade quando examinamos conjuntos (eventualmente infinitos) de
férmulas.

O modo mais directo de analisar conjuntos de férmulas é através da nogao
de esquema de formula. Analisaremos em seguida este conceito, bem
como a nocao de substituicao que lhe estd associada.

A atribuicao de valores de verdade a férmulas requer a nocao de modelo
que se prende com outros conceitos como o de consequéncia. Analisaremos
também estas trés nocoes essenciais.

[]

Sejam V = {A,B,C,...} e P = {p,q,7,8,...} um conjunto
finito de variaveis e um conjunto, ndo necessariamente finito, de simbolos
proposicionais.

Um esquema de formulas de £p é uma férmulaem Lop .

exemplo: Se for V = {A, B, C} entdo a frases a seguir apresentadas sdo esquemas de
férmulas em qualquer Lp

AV —-A ((ADB)DA)DA (ADC)D(BDC)D(AVvB)DC

Cada um destes objectos representa um conjunto infinito de férmulas que sdo geradas
substituindo as varidveis por férmulas concretas na linguagem L. Assim, como
instancias de cada um destes esquemas, temos as férmulas

(Vg VvV-(pVvg , ((pArD—q) DpAT)DDpAT |,

(pDpPVe) DW@DpVae) D®PVae DM®Va)
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O conjunto das variaveis livres V4 de um esquema de férmulas ¢ é
definido recursivamente pelas seguintes regras:

(i) Vo=V, =0 paratodo pe€ P

(i) Va={A} paratodo A€V

(iii) V_op =Vs » Vpogo =VnUVsUVy
(V) Vgpop =VyUVy para o € {A,V,D}

Um esquema é uma formula de base quando n3o contém quaisquer
variaveis livres.

Uma substituicao é uma fun¢dao v : V — Lpj) que associa varidveis
a esquemas de férmulas de Lp .

Qualquer substituicdo v é extensivel a uma fungdo U : Lpyy — Lpuy
de esquemas em esquemas definida recursivamente por:

(i) v(A) =v(A) paratodo A €V

(i) ©(¢p) = ¢  sempre que ¢ é uma férmula de base,

(i) (=) = ~0(0) e B(n — ¢ @) = 5(n) — B(e); B()
(iv) v(pop)=1v(¢)oov(p) paraoc{A,V,D}

A substituicio que associa a varidvel A ao esquema P e deixa todas as
restantes varidveis imutdveis é representada por [ /A]. A sua aplicagdo a
um esquema ¢ é representada por p[P/A].

Genericamente representa-se por
[®1/A1, P2/ A2, ..., Pn/AR]

a substituicdo que associa cada uma das varidveis A; ao esquema P; e
deixa inalterdveis as restantes varidveis.
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[

Em L£p um modelo é um qualquer subconjunto de P .

Essencialmente um modelo M C P estabelece quais os simbolos
proposicionais a que deve ser atribuido o valor de verdade 1.

Vamos representar o conjunto dos valores de verdade por Zo. Algebri-
camente é um corpo finito com o conjunto de suporte {0,1} e duas
operacoes bindrias associativas e comutativas 4+ e * que s3o definidos pelas
relacoes

r+xz=0, z4+0=2z, z+1#zxz, x*xx=x, xT*x1==1

Note-se que . ..

numa légica booleana, + é a operagdo de xor (‘“ou" exclusivo) enquanto que * ¢ a

operacdo de and.

A atribuicao de valores de verdade definida pelo modelo M ¢é uma funcgao
p: Lp — Zo definida recursivamente por

() up)=1sepeMe ulp)=0sepg M
(i) pw(=e)=1+pn(®) , wnlL)=0
(i) w(d A @) = p(d) = pu(p)
(iv) wp(oVe)=pn(@)+ nle) + n(d) = ulp)
(V) wu(d D) =1+ u(p)+ u(e)* u(p)
(Vi) pn — ¢59) = u(n) * pu(P) + (1 + u(n)) * plp)

DEFINICAO Uma férmula ¢ é valida no modelo M, representado por
M= ¢, seesése u(d) =1.

¢ € uma tautologia, representado por |= ¢, se é vdlida em todos os
modelos M C P
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¢ ¢é verificavel se existe pelo menos um modelo M onde a formula é
vdlida (ou, equivalentemente, quando —¢ ndo for tautologia).

Estes conceitos podem ser estendidos para conjuntos finitos de férmulas
I' = {¢1, ¢2, ...}, designados por teorias.

No que se segue representamos por —I' a teoria {—¢1, 7o, ...}.

DEFINICAO Um conjunto de férmulas T' é inconsistente, representado
por I |=, quando nenhum modelo M consegue validar, simultaneamente,
todas as formulas de T".

A formula ¢ € uma consequéncia de T', representado por I' |= ¢,
quando T" U {—¢} € inconsistente.

I' é refutado quando —I' ndo é inconsistente.

Frases como

“¢ évalidaem M ", “ ¢ é tautologia“, “ ¢ é verificavel “,
“ ¢ é consequéncia de I' ", “I' é inconsistente” e “ 1" é

i

refutado ”,

sao assercOes na linguagem que pretende especificar a légica que se estd
a definir. S3o frases de uma linguagem cuja funcdo é descrever outra
linguagem; neste caso as frases permitem descrever a légica proposicional.

Nestas situacoes é costume designar a légica que estd a ser descrita por
logica objecto e a linguagem ldgica que esta a ser usada para a descrever
por meta-légica.

As frases que ilustramos sdo férmulas na meta-légica a que se da o

nome de juizo. Estes juizos possuem uma representacao simbdlica prépria;
respectivamente

M |: qb? |: qb? l# _'(ba I |: ¢7 r |:7 mll l#
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e servem para fazer assercOes basicas sobre o significado destas vdrias
componentes da légica. Como qualquer frase légica, os juizos podem ser
validos ou nao.

Temos de ter em atencdo que tais juizos podem também ser feitos usando
esquemas de féormulas em vez de férmulas®. Tomemos por exemplo a frase

= AV A

Agora temos um juizo que depende do valor da varidvel A; é um juizo com
uma variavel livre. Substituindo A por férmulas de base constréi-se uma
infinidade de juizos base; se quisermos afirmar que todos esses juizos base
sao validos é necessario um juizo que quantifique em relacdo a todos os
eventuais valores de A.

Representaremos tal juizo pela quantificacao
NA EAvV-A

Os juizos podem ser combinados por conectivos tal como as férmulas da
|6gica proposicional. Para isso temos de introduzir alguns novos simbolos
de conectivas com o cuidado de os distinguir dos que sao usados na
|6gica-objecto.

Em primeiro lugar, a negacdo. Na meta-légica a negacao aparece como a
barra / combinada com o operador |=. Assim o juizo [~ ¢ é a negacido
do juizo = ¢ .

Para a conjuncdo de dois juizos usa-se o simbolo &. Por exemplo, para
escrever ‘¢ € tautologia e ¢ € sua consequéncia’, escreveriamos

(E¢) & ()

A implicacio ao meta-nivel é representada por =—>. Por exemplo, a frase:
“qualquer que sejam as formulas A e B, se A e A D B s3o tautologia,

2 Aligs é esta a razdo principal para se ter introduzido a nocdo de esquema.
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entido B é tautologia”, é representada pelo juizo
ANAB. (EA) & (EADB) = (EB)

onde convergem todas as componentes da nossa linguagem de juizos.
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1.4. Reducao Semantica

Duas férmulas ¢ e ¢ s3ao semanticamente equivalentes, representado
por ¢ = ¢, se sao validas exactamente nos mesmos modelos; i.e.,

M=o <— MEyp para todo modelo M C P

Como propriedade essencial da equivaléncia semantica tem-se

PROPOSIGAO Se J(¢) € um juizo semantico onde ocorre a férmula ¢, e
se for ¢ = ¢, entdo a validade desse juizo é precisamente a mesma da do
jJuizo J(p) que se obtém do primeiro substituindo todas as ocorréncias de

@ por .

O objectivo da reducao semantica é a substituicao de uma férmula por
outra que lhe seja semanticamente equivalente mas que seja, de alguma
forma, mais simples.

exemplo: As duas seguintes férmulas (a primeira na forma normal conjuntiva e a segunda
na forma normal disjuntiva)

(pVaqgV-r)AN(—pVaqgVvr) e pATV apA-TrVg
sao semanticamente equivalentes mas a segunda férmula é mais simples que a primeira.

Qualquer juizo semantico onde a primeira férmula intervenha é igualmente valido se essa

férmula for substituida pela segunda.

Um exemplo de reducao semantica é a reducao das chamadas clausulas
fechadas; isto é, clausulas que contém, simultaneamente, um literal p e a
sua negacao —p.

Nas formas conjuntivas uma tal clausula fechada representa uma disjuncao
do tipo

Cf = (pV-pV...)
Semanticamente C'y € sempre equivalente a T .
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Nas formas disjuntiva uma clausula fechada representa uma conjuncao do
tipo

Cf = (pAN—-pA...)
Neste caso tem-se C'y = L.

Uma forma conjuntiva ¢ que contenha uma clausula fechada C'y tem a
forma

Y = Cf JANKS
em que ® denota a conjuncdo das restantes clausulas. Como C'y = T,
qualquer que seja o modelo M, verifica-se

MEe sse MET & ME®

Como todo o modelo satisfaz T , conclui-seque M |= ¢ sse M = @
o que implica ¢ = P.

Dualmente, uma forma disjuntiva ¢ que contenha uma clausula fechada
C'y tem a forma

p = Cf VvV o
denotando & a disjuncdo das restantes clausulas. Como, aqui, Cf =1
usando o mesmo tipo de argumentos concluimos que ¢ = ¢ .

Conclui-se, assim,

PROPOSICAO (REDUGAO DAS CLAUSULAS FECHADAS) Uma forma nor-
mal conjuntiva (ou disjuntiva) é semanticamente equivalente a forma que
se obtém retirando-lhe todas as suas clausulas fechadas.

Por aplicagdo sucessiva desta redugcdo (ou de outras redugdes) pode
acontecer que se chegue a uma forma vazia. Neste caso uma forma
conjuntiva completamente fechada (com todas as clausulas fechada)
é semanticamente equivalente a T, enquanto que uma forma disjuntiva
vazia é equivalente a | .

Conclui-se entao
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PROPOSIGAO (REDUGAO DAS FORMAS FECHADAS) Uma forma normal
conjuntiva fechada é tautologia. Uma forma disjuntiva fechada é in-
consistente.

Uma outra forma de reducdo semantica é possivel quando, em duas
clausulas diferentes, ocorrem um simbolo p e a sua negacio —p. Um
conjunto de clausulas onde tal ocorra serd da forma

{{p,(P},{ﬁp,(I)/} ) }

/ . .
representando ®, &’ os restantes literais dentro de cada uma das clausulas.

/ , .
O par de clausulas {p , ®} e {—-p , &'}, que contém p e —p, diz-se
resoluvel. O seu resolvente é a clausula

{o, 2}

que se obtém por unido das clausulas resollveis e retirando os dois literais
que provocam a resolucao.

Por simplicidade considere-se o caso particular de uma férmula ¢, aqui
representada na forma normal conjuntiva3, do tipo

¢ = (pVa)A(-pVpP)
Verifica-se facilmente que, para qualquer modelo M

M= ¢ sse MiEa , sepgM (2)
MEB , sepeM

Considere-se a férmula ¢ A (a V B) que se obtém de ¢ juntando-lhe o
resolvente das duas clausulas. E facil verificar que

B MEaAn(aVvB) , pgM
MEGAN(aV PB) sse MEBA(aVE) . peM (3)

3Uma andlise perfeitamente dual pode ser feita para formas normais disjuntivas.
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e, por conseguinte, M |= ¢ sse M = ¢ A (aV 3) e pode-se concluir
que ¢ e ¢ A (o V B) sdo semanticamente equivalentes.

Genericamente

PROPOSIGAO (CLAUSULAS RESOLUVEIS) Uma forma normal conjuntiva
(ou disjuntiva) é semanticamente equivalente a forma que se obtém
juntando-lhe qualquer resolvente de um par de clausulas resoliveis.

Notas:

1. Aparentemente juntar uma clausula nova a uma forma normal, que

contenha um par de clausulas resoliveis {p , ®} e {—-p , &'},
ndo contribui para a sua simplificacdo; o resultado final parece ser
mais complexo uma vez que tem mais uma clausula.
No entanto a nova clausula {® , (ID'} elimina p e a sua negacao
—p . Pode acontecer que a nova clausula progrida no sentido de se
obter a clausula vazia { }; recorde-se que, caso tal clausula apareca,
pode-se concluir imediatamente a inconsisténcia da forma normal.

2. Se este mecanismo for usado para gerar sistematicamente novas
clausulas a partir da resoluciao de clausulas existentes, deve-se usar
um método incremental que evite a repeticao de clausulas.

Para isso, no passo n, pelo menos uma das clausulas resoltveis deve

ser uma “nova” clausula; isto é, uma clausula que foi criada no passo
n — 1.

A segunda nota levanta a necessidade de se introduzir a nocao de forma
fechada por resolucao. Um conjunto de clausulas diz-se fechado por
resolucao quando n3do contém clausulas fechadas e qualquer eventual

resolvente que seja possivel gerar ja pertence a forma ou entdo é clausula
fechada.

Exemplo: Ambas as formas
{{a7_'b} J {_'a“ab}} e {{avb} J {_'a7b} J {b}}
2005(©JMEValenca 18
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sao fechadas por resolucdo. A primeira porque qualquer eventual resolvente
das duas clausulas (que pode ser feita de duas formas distintas) é uma

7

clausula fechada. A segunda porque a Unica resolucao possivel ja é uma
clausula da forma.

]

Ja referimos que uma forma normal conjuntiva que contenha a clausula
vazia é necessariamente inconsistente e que uma forma normal disjuntiva
contendo a clausula vazia é forcosamente uma tautologia.

O inverso é mais dificil de provar e n3o iremos procurar fazé-lo aqui.
Pode-se enunciar, no entanto, o seguinte resultado:

TEOREMA (COMPLETUDE DA RESOLUGAO) Seja ¢ uma forma normal
fechada por resolucdo que nao contém a clausula vazia. Entdo, se for uma
forma conjuntiva serd verificavel (ndo € inconsistente); se for uma forma
disjuntiva sera refutavel (ndo é tautologia).

Este resultado sugere um algoritmo para verificar a inconsisténcia de formas
normais conjuntivas (ou a tautologia de formas normais disjuntivas) baseada
numa ideia simples:

Partindo de um conjunto de clausulas C procede-se do seguinte modo:
1. Simplificar C removendo todas as clausulas fechadas.

2. Se C ={ } terminar o algoritmo com a mensagem N3o.

3. Construir o fecho por resolucao de C.
4

Se C contém a clausula vazia terminar o algoritmo com a mensagem
Sim; caso contrario, terminar o algoritmo com a mensagem N3o.

Em termos gerais este é o chamado algoritmo de resolucao de Robinson
aplicado, neste caso, a formas proposicionais.

exemplo: Considere-se a forma

{{=a} , {a, —b}, {b}}
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s

E possivel juntar a esta forma dois novos resolventes

{{—b}, {a}}

Resolvendo cada uma destas novas clausulas com as clausula iniciais obtém-se dois novos

resolventes
Hr. {3}

A presenca da clausula vazia assegura que a forma inicial é inconsistente.

A construcao de resolventes n3o necessita de uma representacdo explicita. E possivel
representar os resolventes por “ligacdes” (como se indica na figura seguinte).

—Qa a,
{~a}  fa.-b) b}

A figura indica que, no conjunto de clausulas afectadas pelas ligacdes, todos os literais
ocorrem numa ‘ligacdo aberta”; isso indica que os todos os literais sdo removiveis e,
portanto, a clausula vazia acaba por ser construida.

Se a forma inicial fosse

{{-a} , {a, —b},{—b}}
{{-0}}

e, nao sendo possivel construir outros resolventes e n3o se tendo construido a clausula
vazia, temos de concluir que a forma inicial é verificavel.

existiria um novo resolvente

Neste exemplo as liga¢bes seriam

{-a}  A{a,-b}  {—-b}
Nao sendo possivel ligar todos os literais, do resolvente n3o resulta a clausula vazia.

E importante notar que nem sempre ter todos os literais ligados implica um resolvente
vazio; por exemplo na forma

{{a ) _‘b} ) {_'a ) b}}

resultariam as liga¢Oes a seguir indicadas
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N
a, b —a, b
{ oA }

As duas ligagBes representam os dois resolventes possiveis: {a, ~a} e {b, =b} . Ambos
sdo clausulas fechadas que n3o afectam a validade da forma; n3o contribuem para o
progresso do algoritmo de resolucdo. Este facto é detectado pelo facto das ligacoes
formarem um ciclo.

Outro exemplo de ciclo, mais complexo, é o que resulta da forma

{{av_‘b} ) {b7 _'C} ) {Cv _‘a}}

4 )
{a, b} {b, —c}
{—a,c}

O ciclo é indicativo de resolventes que sdo clausulas fechadas.

O facto de ser ¢ = ¢ permite substituir uma férmula pela outra em
qualquer juizo onde ocorra. Assim, por exemplo, ¢ serd inconsistente (ou
tautologia, ou verificavel, etc) se e s6 se ¢ for inconsistente (ou tautologia,
ou verificavel, etc).

Muitas vezes porém nao se é tao exigente e pretende-se apenas substituir
uma férmula por outra no contexto de um juizo particular. Por exemplo,
é frequente pretender-mos verificar se uma forma ¢ é inconsistente
substituindo-a por uma outra forma qb’ e procurando ver se essa é uma
forma inconsistente.

O algoritmo de resolucdo de Robinson é bastante ineficiente quando se
procura apenas verificar a inconsisténcia de formas proposicionais. Um
algoritmo melhor é baseado no chamado “split” de Davis-Putnam.
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Seja @ uma proposicdo que contém o simbolo p. Um fraccionamento
(“split”) por p é um par de formas (CID;' , <I>;> tais que:

(i) Nenhuma das formas <I>;' ou & contém p, e
(i) @ = (p— 2f;9,)

Conclui-se facilmente

2 TEOREMA (DAvis-PUTNAM) Nas condicbes anteriores ® € inconsistente
(respectivamente, tautologia) se e s se ambas as formas <I>;' e &, forem
inconsistente (respectivamente, tautologias).

Prova:

Note-se que, para todo o modelo M se verifica

M\ {p} Eof , sepeM

M = D sse { £
M\{p}E®, , sepg M

Vamos supor, primeiro, que CIDS_ e <I>5 s3o ambas formas inconsistente.

Tomando um qualquer modelo M e tentando calcular M |= & usando (4) verifica-mos

que se tinha de verificar M \ {p} & <I>]—9i_ ou M\ {p} = @, (consoante o modelo
contivesse ou ndo p); isso ndo é possivel porque, por hipdtese, ambas estas formas sdo
inconsistente e, assim, n3o existe nenhum modelo que as valide.

Inversamente, vamos supor que P que é inconsistente e que se pretende, num modelo
particular M, determinar M |= CIDS_ ou M = @; ; note-se que, porque Cbz—)i_ e @5
nao contém p, sé sao relevantes os modelos sem p.

S6 seria possivel ocorrer M |= CIDZ—)'_ se, no modelo MU{p}, aforma & fosse verificada;
0 que nunca acontece porque é inconsistente. O mesmo se passa se procurdssemos verificar

M = <I>; ; aqui teria de se verificar M |= ® que, mais uma vez, n3o é possivel porque
® ¢ inconsistente.

O mesmo tipo de argumentos se aplica se o juizo em causa for ‘€ tautologia”.
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exemplo: Considere-se a férmula ® = (a V b) A ¢ escrita como uma forma conjuntiva.

Fazendo o fraccionamento pelo simbolo a construimos

CIDELF:c &, =bAc

simplificando a férmula original na suposicdo que a é vélido (para o primeiro caso) e na
suposicdo que a n3o é valido (no segundo caso).

As novas férmulas ndo contém o simbolo de fraccionamento a . Agora, a cada uma delas
e do mesmo modo, pode-se aplicar a operacdo de “split” com um dos simbolos restantes.

A seguinte arvore resume todas estas operacoes de “split”, primeiro com a, depois com
¢ e, finalmente, com b. O ramo marcado com a+ aponta para @&i_ e, reciprocamente,

o ramo marcado com a aponta para ®, . De forma andloga estrutura-se todos os
restantes “splits”.

(aVvd)Ac
4 = h
O e
c bAc
4 A [ N
cT c ct c
T 1 1
4 N
bt b~
T 1

Na drvore os caminhos que terminam em folhas T determinam os modelos que validam a
férmula; os caminhos que terminam em folhas L definem os modelos onde a férmula n3o
¢ valida. A férmula sé seria inconsistente se todos os caminhos terminassem em _L .

A andlise desta arvore permite reconhecer, como modelos que validam a férmula,

{a=1,¢c=1,b="}U{a=0,c=1,b=1}
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que correspondem aos caminhos terminados em T . Estes modelos podem ser representados
por uma forma normal disjuntiva

' = (aNc)V(maAcAb)

que é, portanto, semanticamente equivalente a forma conjuntiva inicial.

7 PROPOSIGAO (“SpLIT” DE CNF) Dada uma forma normal conjuntiva
® contendo o simbolo p,

(i) Seja @;‘ a forma que se obtém eliminando todas as cldusulas que
contém p e eliminando —p de todas as clausulas que o contém;
entao

pPADT = pAD

(i) Seja @, a forma que se obtém eliminando todas as cldusulas que
contém —p e eliminando p de todas as clausulas que o contém;
entao

—p A CID; = - pAP
(iii) <<I>;' , @, ) forma um par “split” de ® por p; isto é ndo contém

p e verifica-se ¢ = p — <I>;'; <I>; :

Considere-se uma clausula (p V o) de ® contendo p; « é qualquer e ' & a formula
que se obtém eliminado essa clausula; isto é, ® = (p V a) A . Entido

pAD = p/\(p\/a)/\q)/ = p/\<I>/

Considere-se uma clausula (—pV 3) de ® contendo —p;tem-se & = (—-pV 3) A it
para algum ®' . Entio

PAD® = pA(-pVBAD = pABAD

Estas duas equivaléncias provam (i); a observacdo (ii) prova-se de forma dual. A condi¢cdo
(iii) é uma consequéncia das duas primeiras

P=pAOV-PpAP=pAD, VpAD, =p— DD,
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e da observacdo que nenhuma das formas @; ou <I>; contém p.

1 COROLARIO Se p forma uma clausula unitaria (i.e. uma clausula que
s6 contém esse literal) entdo ®,, = L e & € inconsistente se e s6 se se

q); for inconsistente. Se for —p uma clausula unitaria entio @; =1 e

® € inconsistente se e sO se CIDZ; for inconsistente.

Se p forliteral puro (i.e. se =p ndo ocorrer em nenhuma outra clausula)
entdo ® € inconsistente se e so se CID;' for inconsistente. Se —p for literal
puro (p ndo ocorre em nenhuma clausula) entdo ® € inconsistente se e s6

se ¢ 1; for inconsistente.

No calculo de @; , sendo {p} é uma clausula unitdria, ao retira-se-lhe p ela fica vazia;
com uma clausula vazia, uma forma conjuntiva é equivalente a _L; neste caso tem-se

d=pA CIDS_ . De forma dual, no calculo de <I>2—9i_, se existir a clausula unitdria {—-p},
ela ficard vazia depois de lhe ser retirado esse literal; neste caso CIDS_ = _ e, portanto,

E—\p/\(I)p.

Se —p ndo existir em nenhuma clausula (p é um literal puro), para o calculo de <I>]—9i_ apenas

se retiram todas as clausulas que contém p. Portanto pode-se escrever ® = C A <I>;_,
sendo C o conjunto das clausulas que contém p; para efeitos de teste da inconsisténcia de

& basta testar se CIDZ—)'_ € inconsistente.

Da mesma forma, se p nao existir em @, entdo pode-se escrever ® = C A CIDE , sendo
C as clausulas que contém —p; neste caso, ® € inconsistente se e s6 se @5 for
inconsistente.

exemplo: Considere-se

®=(aV-bV-ac)A(—aVbV-e)A-b

Calcula-se <I>Zli_ comegando por eliminar a 1? clausula (porque contém a) e eliminar

—a da 22 clausula. Para calcular ®, elimina-se a 22 clausula (porque contém —a ) e
elimina-se a da 12 clausula. Logo

O = (bV —c) A b B, = (=bV =c) A b
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Ambas as formas contém a clausula unitdria {—b} . Fraccionando por b,

@hHf =L @Dy = - @)f =1 (@, =T

[((aV =bV =c)A(=aVbV=c)A b

“M_

[(bV —c) A —b] [(=bV —=c) A —b]

bJ/\— bt b~

De facto trata-se de um grafo aciclico se “juntar-mos” todos os ramos que ligam ao mesmo
né (exceptuando, desta regra, os nodos “inconsisténcia” L ). Se tornar-mos implicitos os
nodos _L o grafo ainda pode ser mais simplificado

[((aV bV =c) A(=a VbV =c) A b

“%N_

[(bV —c) A —b] [(=bV —=c) A -]
\_ b~
T
<.
A

Este grafo torna evidentes os modelos que validam a férmula e que, como se sabe, sao
determinados pelos caminhos que terminam em T . Neste caso serdo

{a=1,b6=0,c=0}U{a=0,b=0, c="}
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O grafo ilustra também que o simbolo a foi a pior escolha possivel para iniciar o
fraccionamento. De facto, examinando a forma inicial, verifica-se que —b determina uma
clausula unitdria e que ¢ é um literal puro. Qualquer destes dois simbolos teria sido uma
melhor escolha.

Iniciando o fraccionamento por b, usando o coroldrio da proposicio 7, poder-se-ia ter
directamente

[((aV =bV =c) A(=a VbV =c)A-b]

b
aT

-
T
—|—

O fraccionamento iniciado com ¢ ¢é ainda mais simples; usando o facto de ser um
literal puro, a inconsisténcia da férmula inicial resume-se ao teste da inconsisténcia de

d. = —b.
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1.5. Modelos e Diagramas de Decisao Binaria

Subentende-se, no que se segue um conjunto finito de simbolos propo-
sicionais P e a linguagem Lp por eles gerada. Representamos por
Mp = p(P) o conjunto de todos os subconjuntos de P, i.e. os modelos
de /:.73.

A relacao de validade w |= ¢ estabelece quando um modelo w € Mp
valida uma férmula ¢ € Lp. Como elemento de Lp X Mp
pode ser representada de varias formas; nomeadamente como a funcado
Q: Lp — p(Mp), que associa cada férmula ao conjunto de modelos
que a validam,

Q) = {wlwkEoe} (5)
ou a fungdo U : Mp — p(Lp), que associa um modelo w ao conjunto
de formulas que valida

Ow) = {¢|wi=o} (6)

Em termos algébricos a funcao €2 é a representacao canonica da ldgica
Lp vista como uma algebra booleana. Para ver o que isto significa,
note-se* as seguintes propriedades de (2

(i) QUoAe) = QAP NQA>e) e QT) = Mp
(i) QoVe) = QP)UQ(p) e QL) = 0
(i)  Q(=¢) = Mp\ Q(¢)

3 TEOREMA (REPRESENTAGAO CANONICA DE Lp) Se P for um con-
junto finito, a fungdo 2 : Lp — p(Mp) é um isomorfismo, a menos da
equivaléncia semantica, de dlgebras booleanas.

A demonstracdo é uma consequéncia simples da definicdo da relagcdo de validade.
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A prova deste resultado é uma consequéncia dos dois lemas seguintes. O primeiro
estabelece que 2 é um homomorfismo de &lgebras booleanas (i.e. um morfismo que
preserva a estrutura algébrica) e que é uma funcdo injectiva. O segundo lema estabelece
que esta funcdo também é também sobrejectiva.

Em ambos os resultados as férmulas sdo vistas “a menos da equivaléncia semantica”; isto
significa que duas férmulas semanticamente equivalente s3o consideradas como sendo “a

mesma” férmula.
Facto €(-) é uma imersao de dlgebras booleanas.

FACTO Dado ¢ C p(P) existe ¢ tal que Q(¢p) = (.

Vendo p(./\/lp), como uma algebra booleana de conjuntos (com as opera¢des de soma
U, produto N, complemento \-, topo Mp e zero () ) estas propriedades confirmam que
a fungdo €2 é um homomorfismo de algebras booleanas.

Adicionalmente €2 é uma funcio injectiva ja que a definicdo de equivaléncia semantica
pode ser escrita

p=¢ sse Q(¢) = Q) (7)
Considere-se, agora, um qualquer modelo w € M e a férmula ¢, definida por

bw = N oA N\ —q (8)
pEwW qEw

Entdo v |= ¢w se e sé se, para todo p € w, v = p (i.e. p € v) e, para todo
qZ€w, vE-q (ie. q€v). Portanto v = ¢ seesése v =w.

Qow) = {v | vEJw} = {w}

A férmula ¢, pode ser vista como uma clausula de uma forma normal disjuntiva que tem
w como Unico modelo.

Considere-se agora um conjunto de modelos ¢ € p(Mp); procuramos construir um
¢ tal que Q(¢) = (. Defina-se ¢ = VwEC ¢w como uma forma normal disjuntiva
formada gerada pelas clausulas ¢ . Entao

Qo) =\ ow)= |J Q¢w) = J{w} =¢
wel we( we(
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exemplo: Seja P = {a, b, c,d} e tomemos um modelo qualquer de Lp. Por exemplo
w = {a, c}

A férmula (lnica, a menos de equivaléncia semantica) que tem por representacdo o
conjunto singular {w} serd

dw = aAN-bAcA-d
Nenhum outro modelo pode validar esta férmula; isto porque um modelo diferente teria de
conter ¢ ou d ou, ent3o, n3o conter a ou nao conter b.
Tomemos o conjunto de modelos {{a, c}, {b}, {a,d}}.

A férmula que tem esta representacao serd

(aA=bAcA=d)V(maAbA—cA=d)V (aAN—bA—cAd)

Claramente que esta n3o é a mais simples representacio L
desta férmula e seria possivel simplificd-la numa arvore.

—d d 1 —d

O ponto seguinte é a apresentagdo destas representages ¢ € p(Mp).
Tomemos um exemplo

¢ = {{aaba C} ) {b7 d} ) {CL,C} ) {Ca d}}

Pode-se dividir este conjunto em dois: o conjunto dos modelos que contém
a e o conjunto dos que n3o contém esse simbolo

{{a,b, ¢}, {a,ci} U {{b,d} , {c,d}}

Cada uma destas componentes pode ser dividida em duas: a parte que
contém b e a parte que n3o contém esse simbolo.

({{a,b,¢}} U {{a,c}}) U ({{b,d}} U {{c,d}})

E assim sucessivamente; para controlar a complexidade da apresentacao é
conveniente apresentar esta estrutura através de uma arvore
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Ha, b, ¢}, {0, d} {a, et {e,d}}

\

{{a,b,c} , {a,c}} {b,d} , {c d}}

Simplifica-se a darvore n3o apresentando explicitamente nos “conjuntos
esquerdos” o simbolo que determina o fraccionamento.

{{a,b, ¢}, {b,d} , {a,c} , {c,d}}

/\

o, C} {et} b, d} {c d}}

Pode-se ainda simplificar esta construcao segundo os seguintes principios:
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(i) As folhas sdo uma de duas representacdes: a representacao vazia
{ } (escrita como L) ou a representacao singular {{ }} (escrita
como T).

(ii) Os nodos da drvore sdo marcados apenas com o simbolo proposicional;
a subdrvore esquerda apresenta a componente da representacao onde
esse simbolo aparece; a sub-drvore direita apresenta a componente
onde o simbolo n3o aparece.

R

< i)
R

F3
R
T L T

Finalmente simplifica-se ainda esta apresentacdo transformando a drvore
num grafo aciclico onde s3o partilhadas as “sub-arvores repetidas”

//L
AN e
Y
A

\v

1

Esta apresentacdo assume a forma de um Diagrama de Decisao Binaria
(ou DDB) que pode ser definido do seguinte modo.
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DEFINICAO Seja S um conjunto finito de simbolos nos quais esta definida
uma ordem total. Um diagrama de decisao binaria tipado é um par
{(pn, G) formado por um sinal u € {+,—} e um grafo G = (N, &),
aciclico e construido segundo uma das seguintes possibilidades:

(i) G é formado por um sé nodo marcado com um dos simbolos especiais
T ou L.

(i) G € um triplo escrito como (s — ®; V), com s € S, & e ¥
sdo DDB que contém apenas simbolos s’ menores do que s .
O grafo G designa-se, neste caso, por vértice de raiz s e é formado
por um nodo marcado com s (a raiz), pelos vértices associados a P
ea W e por dois ramos com origem s e destino nos vértices de @ e
U marcados com o0s respectivos sinais.

No grafo da pagina 32 considerou-se a ordem a > b > ¢ > d e, para
facilitar a leitura, repetiu-se os nodos 1 e T .

Se ® for um DDB designa-se por ® o DDB que se obtém trocando o
sinal de P .

DEFINICAO Um vértice G estd reduzido se ndo contém sub-vértices
repetidos nem nenhum sub-vértice G' da forma (s — ®; ®) . Um vértice
esta normalizado se esta reduzido, os sub-DDB estido normalizados,
nenhum nodo é marcado | e o sub-DDB esquerdo tem sinal + .

O diagrama seguinte esquematiza um vértice com raiz s, sub-vértices
/ . /
G , G' e ramos marcados com os sinais €, €' .
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Reducao de DDB: Ocorre em vértices da forma G = (s — ®; ). O
DDB (u, G) reduz-sea ®,sefor y = +,oua & sefor pu = —. Em
qualquer dos casos “faz desaparecer” o simbolo s.

+{(s > P; P) ~ & : —(s = P; P) ~ &

- N - B

/o\ /o\

Normalizacao de um DDB

Nao Normalizado Normalizado

+L | =T

—L | 4T
T(s—= =d; —p) | (s = +¢, +¢)
H(s = —=¢;5 +o) | —(s = +é; —¢)
—(s—= —9¢; —p) | (s = +b; +o)
—(s = =¢; +¢) | Hs = +b; —¢)

DDB servem para apresentar férmulas e representacoes de férmulas. Para
ISSO usam-se as seguintes regras:

DDB como apresentacao de uma férmula

1. Os vértices especiais T e _L definem as férmulas representadas por
esses simbolos.
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2. O vértice G = (s — ®; U) define a férmula

Fg = (s ANFp Vs Fg)

sendo Fg e Fy as féormulas representadas pelos DDB & e W.

3. ODDB (u, G) define a férmula Fg se for u = + ou a férmula
—Fg sefor p = —

DDB como apresentacao de representacoes

Os conjuntos de modelos representados por um DDB tém, por referéncia,
um determinado universo U C M-p . Vamos representar por Us C U o
sub-conjunto formado pelos modelos que s6 contém simbolos s’ < s .

Em referéncia ao universo de modelos U

1. O vértice T determina a representacdo U ; o vértice | determina a
representacdo vazia { }.

2. O vértice G = (s — ®; W) define a representacdo Rg
Rg =Ry U {wU{s} | we Ry}

em que R¢ e Ry sao as representacoes definidas pelos DDB & e
WU tendo por referéncia o universo Usg

3. Seja Rg o conjunto de modelos que o vértice G representa. +G

determina a representacdo U/Rg > —G define a representacao

U\ U/Rg).

A construcao de DDB pode ser realizada incrementalmente a partir de
outros DDB.

Se X,Y € p(Mp) sdo descritos pelos DDB ®x e Py entdo

5Ge 14 & um universo onde ests definida uma ordem parcial < e X C U, define-se
U/ X ={yeU | x <yparaalgumz € X }.
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1. Complemento: Mp \ X é descrito por ® x .

2. Unido e Interseccdo: representacio de X oY, com o € {Nn , U},

(i) Se @x = +(a — D; Py) e Py = +(a — Dy ; DY
Pyoy = (a— Py ody;dy o dy)

(i) Se @x = —(a — ;@) e Py = —(a — P} DY
CI)XOY = (a%@koég/;cf)g(oi)/{/)

(i) Se ®x = +(a — D; %) e Dy = —(a — Oy; P}
Pyoy = (a— Py ody;d 0dY)

iv) Se @y = +(a — Dy ; DY) e raiz(Py) < a.

X)X

Dyoy = (a— Dy ody;Pody)

(v) Se ®x = —(a — ®; ®%) e raiz(®y) < a
(I)XOY == (aé(i);(Oq)y;(i)g(O(I)y)

(vi) Casos de paragem

PUHT =+T PU-T = @
dPN-T =-T dPN+T = @

Subentende-se que, apds esta construcdo, o DDB resultante pode n3o estar
reduzido e/ou normalizado. Por isso cada uma destas constru¢les deve ser
seguida por reducao e normalizaciao do resultado.

A importancia desse passo de simplificacdo deriva do seguinte resultado.
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PROPOSIGAO Um DDB representa o conjunto vazio de modelos { } se e
s6 se pode ser reduzido ao DDB — T .

Nota:

Pela construcao anterior, é ébvio que o DDB — T representa o conjunto vazio de modelos.
Ja ndo é t3o bbvia a implicagdo inversa.

Tomemos, por simplicidade, um DDB n3o tipado (n3o existem sinais e o simbolo L
ocorre). Se for equivalente a L, todos os caminhos terminam em L. E o caso do
seguinte exemplo.

“
J

1L 1 1L 1L

Comegando pelas sub-arvores cujas descendentes s3o sé folhas, e atendendo que todas
as folhas sdo (por hipdtese) _L, serd possivel reduzir essas sub-arvores. Neste exemplo
comeca-se por reduzir as arvores de raiz d .

1

Seguem-se as quatro arvores de raiz c.
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——

1L 1 1L 1

E assim sucessivamente acabamos por reduzir a arvore a L.

O dltimo passo consiste simultanea da representacdo 2(¢) de uma férmula
proposicional arbitraria ¢ e do DDB que descreve essa representacdo. O
processo é indutivo na estrutura das férmulas:

(ON

1. O literal a é representado por +(a — +T;—=T). O literal —a
representado por —(a — +7T;—T)

Sejam Ry e Ry os DDB que representam 2(¢) e Q2(¢p).

2. Usando a relacdo Q(¢p V ) = Q(¢p) U Q(p), a férmula ¢ V ¢
representado por Ry U R.

3. Usando a relagdo Q2(od A ) = Qo) N Q(p), a formula ¢ A ¢ é
representado por R 4 U R

[ON

QO

4. A negacdo —¢ é representada pelo complemento que corresponde
uma simples troca de sinal do DBB (com a subsequente redugdo e
normalizacao.

5. A implicacdo ¢ D ¢ ¢é considerada equivalente a —¢ V ¢ e é tratada
da mesma forma usando a disjuncao e o complemento.

Desta forma pode-se construir o DDB que representa uma férmula
directamente (sem ter de passar por uma fase de conversdo da férmula em
formas normais conjuntivas ou disjuntivas).

exemplo: Considere-se a férmula completamente genérica

aN(bD-=(aVe))V(aDec)
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que, claramente, n3o estd normalizada. O mecanismo de constru¢io é duplamente
recursivo: existe a recursividade na estrutura da férmula, usando os casos atrds descritos,
e depois existe a recursividade para efectuar as unides ou intersec¢des de DBB's (como foi
descrito na pag. 35).

Neste caso, constrdi-se indutivamente os DDB que representam a A (b D —(a V ¢)) e
(a D c¢), e depois procede-se a unido das DDB's.

Para construir os DDB parcelares procede-se de forma indutiva: selecciona-se o operador
principal (neste caso A e D), calculam-se os DDB dos argumentos e combina-se essas
representacoes segundo a regra atras definida para o operador em causa.

2005©JMEValenga 39



LoGicA COMPUTACIONAL 1.Ldgica Proposicional

1.6. Exemplos de problemas SAT

Um problema recorrente todos os anos é a alocacdo dos professores do
ensino basico e secunddrio na escolas, de acordo com preferéncias expressas
pelos professores, o nimero de vagas nas escolas, a classificacdo dos
professores e algumas outras regras adicionais.

De facto o problema, tal como o reconhecemos, cai dentro de uma categoria
mais vasta de problemas de alocacao. Por isso a versio que iremos
apresentar é ligeiramente diferente deste.

1. Existem n professores (identificados pelos indices 1..n ) e m escolas
(identificadas pelos indices 1..m). A ordem dos indices indica uma
classificacdo absoluta tanto dos professores como das escolas.

A varidvel a;; indica se o professor ¢ estd alocado a escola j.

2. Cada professor manifesta a sua preferéncia pelas escolas: P;; indica se
o professor 7 tem interesse naaescola j e P;={j | P =1}

3. As escolas manifestam a sua preferéncia nos professores: (@ ;; indica
se a escola j tem interesse no professorie Q; = {i | Qj; =1}.

Pretende-se atribuir valores I6gicos as variaveis a;; sujeito as regras:

1. Cada escola j € 1..m preenche uma Unica vaga com um professor no
qual manifestou interesse. Cada professor ¢« € 1..n ocupa uma dnica
vaga numa escola na qual manifestou interesse.

E possivel generalizar o problema supondo vdrias vagas numa escola
e, até, varias vagas num professor. No entanto este caso reduz-se ao
problema como aqui estd apresentado: por exemplo, uma escola com
N wagas pode ser vista como N escolas, cada uma com wma $o vaga.

2. Se o professor ¢ estd alocado a escola j ent3o:
(a) qualquer outro professor i’ < i, que tenha manisfestado interesse
, ./ ./ .
na escola 7, tem de estar colocado numa escola 3° com j' < 7.

./ . . .
(b) qualquer outra escola j° < j, que tenha manifestado interesse no
. ./ ./ .
professor %, tem colocar um professor ¢° com 7° < 7.
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O problema pode ser generalizado considerando, em vez de uma ordenag3o Unica tanto para
professores coma para escolas, ordenagdes esecificas de cada actor (professor ou escola).

Assim, poderiamos definir listas de preferéncias: uma lista de escolas para cada professor
e uma lista de professores para cada escola.

Neste caso, as regras (2) seriam bastante mais complexas; por exemplo, a regra de
preferéncia dos professores seria:

se o professor 1 estd colocado na escola j entao qualquer professor
./ . . .

1, que na lista desta escola esteja melhor colocado que i, tem de estar
colocado numa escola j/ que, na lista de i/, esteja antes de j.

Vamos tentar descrever este problema como um problema de verificacao
proposicional.

1. dados do problema: s3o as ordenacdes iniciais de professores e escolas
e as matrizes booleanas P e (), que traduzem as preferéncias de uns
e outros.

2. incognitas: sao os valores booleanos a atribuir as varidveis booleanas
a; de modo a verificar as regras. As variaveis a;j serdao, portanto,
0s nossos simbolos proposicionais.

3. regras da alocacao: paratodo ¢ € 1..n etodo 57 € 1..m

@) V(kep)) @ik

cada professor é alocado a uma escola em que mostrou interesse
(b)) V(keq,) akj

cada escola tem alocada um professor em que mostrou interesse
(c) Paratodo k # j,com k,j € P;, =—a;;jV —a

nenhum professor pode estar alocado a duas escolas diferentes
(d) Paratodo k # i, com k,i € Qj, —ayV —ag;

nenhuma escola tem alocados dois professores diferentes

4. regras de preferéncia: paratodo 1 € 1..n etodo 53 € 1..m
(a) Paratodo s <iAj € P;N Ps —aij V' V (k<) kePs) sk
(b) Paratodo 7 <jAiI€Q;NQr —ai; V V(keike,) Thr
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DEFINIGAO Representamos por A = [a;;] a matriz n X m que tem
os simbolos proposicionais a;; como elementos. Uma alocacao «, para
A, é um modelo para a Iégica proposicional gerada por estes simbolos e
escrito na forma de uma matriz booleana o € B"™*™" |

Exemplo 1: Considere-se uma situagdo 3 X 3 (trés professores e trés escolas) descritos
pelas matrizes

1 1 0 0o 1 1
P=1|1 0 1 ol' =11 1 1
1 1 1 1 1 0

O nosso problema tem 9 varidveis proposicioais aq7..a33 e as clausulas disjuntivas
seguintes

1. regras de alocagcdo

(a) linhasde P: (a1 Vajig) , (a1 V a23) , (CL31 Vagg V a33)

(b) linhas de Q: (a21 V a31) , (a12 VvV agg V a32) , (a13 vV a23)
(c) exclusdo nas linhas:

—ajl VvV oaig , majl Voalgz o, a1 Vvooaly
magy V magy , magyl vV magg , agg VvV magsy
—agyl VvV agg , magl VvV agsz , a3y VvV oags

(d) exclusdo nas colunas:
—ajl VvV oagy , majl VvV ooagyl , a1 VvV oagg
Tajg VvV magg , malg VvV oagy , magg VvV magg
—ajgz VvV agz , majz VvV agsz , a3 VvV ags

2. regras de preferénca
(a) Para i=2,s=1,7=1 tem-se —ag1 V Vg1 .- = a9y
Para ¢+ = 3,s = 1 pode-mos ter j = 1 ou 5 = 2. Daqui resulta

a3y Vv \/k<1 ... = Ta3] € azy Vaqq.

Para © = 3,s = 2 pode-mos j = 1 e j = 3. Daqui resulta —agq de novo e
ainda —ag33 vV agq -

(b) Para 57 =2, r =1 podeseter i =2 ou ¢ = 3. Do primeiro caso resulta
—a99 . Do segundo caso resulta —ago V a9gq .
Para j =3 , r = 1 tem-se apenas @ = 2 o que origina —aog .
Para j = 3, r =2 temse ¢« = 1 e ¢ = 2. Daqui resulta —ay3 e

—asgy Vv a9 -
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Em resumo as regras de preferéncia originam as seguintes clausulas

—agy , ma3] , ~azg Vajl , maz3z Vvagg (9)

-agg , magzz Vazl , "a3 , mai3 , "agzz Vvaig

Este exemplo constréi as diferentes clausulas directamente das regras.
No entanto é simples verificar que sdo possiveis varias optimizacoes.
Nomeadamente:

1. Se P;; =0 ou Qj; = 0 ndo é possivel alocar o professor i a
escola j; portanto tem de ser a;; = 0. Isto diminui imediatamente
o nimero de incégnitas e também simplifica outras clausulas onde esta
variavel possa ocorrer.
No exemplo anterior, a simples observacao de P e (Q permitia reduzir
o nimero de incégnitas de 9 para b: a19 , a21 , as3 , a3y , asy.
2. Se uma variavel aparece sézinha numa linha da matriz [aij] ., entao, se
existir solucao, tem de ter o valor 1 e as varidveis que aparecem na
mesma coluna tem de ter o valor 0 (ja que, em cada linha ou coluna,
apenas uma e sé uma variavel tem valor 1).
No exemplo anterior isto permite concluir que a19 =1 e a32 = 0.

3. O mesmo argumento se aplica a colunas. No exemplo a varidvel ags
aparece sézinha na ultima coluna: isto implica ag3 =1 e ,a91 = 0.

4. Resta a varidvel agq. Porque a tnica outra varidvel na 1 coluna esta
a 0, deveria ter o valor 1; a outra dnica varidvel na 3% linha (a3s )
também esta a zero; portanto deve-se ter ag; = 1.

A andlise das matrizes P e (Q e o uso
das regras da alocacdo permitiu forcar, neste

caso, os valores légicos a matrix A = [a;;] 0O 1 O
e construir uma alocacdao o que € o Unico a = |0 0 1
modelo que permite validar todas as clausulas 1 0 O

que resultam das regras de alocacao.

Porém nao é garantida uma solucao para o problemas um vez que as regras
de precedéncia n3o foram testadas. Se determinarmos o valor légico das
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varias clausulas em (9) como avalora¢do determinada por A verificamos
que falham duas das clausulas: —as31 e —a93.

Isto significa que este problema, tal como estd determinado pelas matrizes
P e @, nao tem solugdes.

Se o nimero de de professores ndo coincidir com o nimero de escolas n3o
pode existir uma solucdo. O problema pode ser resolvido introduzindo
escolas (se faltarem) ou professores “virtuais” de modo a obter tantas
professores como escolas. Uma alocagdo de uma escola (ou professor)
virtual corresponde, efectivamente, a uma “n3o-alocacao”.

[

O projecto e seguranca de muitas técnicas criptograficas estdo ligadas
ao estudo das funcdes da forma f : B — B"™ ou f : B" — B que
tomam como argumento uma sequéncia finita de bits de comprimento fixo
e devolvem uma sequéncia do mesmo tamanho ou entdo um simples bit.

Nas funcdes booleanas f : B — B os argumentos x s3o vectores de n
bits; as operacdes basicas sobre os argumentos sao:

1. Seleccio sel : Z, x B" — B,
sel(i,x) = x;

i.e. dado © € Z,,, seleciona a componente de ordem 2 do vector x.

2. Operacdes bindrias @ , * : B" x B" — B"
sao as duas funcdes binarias que aplicam xor e and bit a bit.

(z@y)i = xi+y; (z*xy); = z;-Y;

A nocao de indice pode ser gereralizada; podemos tomar como indice um
qualquer conjunto de inteiros @ € Zy ; por exemplo, se tivermos n = 8§,
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um indice serd, por exemplo, {0, 3, 7}. O valor booleano seleccionado por
este indice sera

T0,3,7 = TQ ‘X3 T7
Genéricamente um indice para funcdes boolenas de n argumentos booleanos
é um sub-conjunto uw C Z,,; o conjunto desses indices representa-se por
Uy, e identifica-se com ©(Zy,).

A funcio seleccdo sel : U, X B"™ — B generaliza-se facilmente
sel(u, ) = ;cq T; : sel(0,z) =1 (10)

DEFINIGAO Para uw € U, designa-se por x, o mondémio sel(u,x).
Designa-se por [z]y o polindmio sel(u, x) - Il;g, (1 + x;) .

Por exemplo, se for n = 4 e u = {0, 2}, temos

Ty = T T e [xlu =29 - (14+21) 29 - (1 4+ 23)

Toda a funcio booleana de dominio B" pode ser escrita como um polinémio

a n varidveis xg, 1, ..., Tn,_1 dado por
fl) = Y a(u)zy (11)
u€elUn,

para uma funcdo a : U, — B.

Esta é a chamada forma normal algébrica de f e é completamente
determinada pela funcao a dita funcdo de indices ou espectro de indices
ou, simplesmente, espectro se nao existirem ambiguidades.

Uma forma equivalente de representar a mesma funcio consiste em
considerar o conjunto A C Uy, de indices u para os quais a(u) = 1;
essencialmente A é o conjunto que tem a funcdo de coeficientes como
funcdo caracteristica.
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Nesse caso (11) escreve-se

flx) = Z Ty, (12)

uceA

Daqui se deduz que o niimero total de fun¢des booleanas de argumento B"
L a2™
é 2° .
O grau de f é definido como (max,¢c 4 |u|): i.e. a maior cardinalidade

de um indiceem A.

Se o grau é 0 ou 1 a funcdo diz-se afim.

Claramente que o nimero total de funcdes afins é 2"+ metade das quais

sdo lineares: i.e. fungdes f tais que a(()) = O ou, equivalentemente,

0gA.

Exemplo 2: Considere-se as func¢bes booleanas f : B4 —~ B com 4 argumentos
booleanos. Um exemplo de uma funcdo na forma normal algébrica sera

flx) =1429+ 29+ 2129+ 2123+ 2921 23
O conjunto dos indices que correspondem a termos n3o nulos é

A = {(Z) ) {0} ) {2} ) {172} ) {173} ) {0,1,3}}

O maior deles tem 3 elementos; por isso f tem grau 3.

Esta funcdo ndo é afim. Um exemplo de funcdo afim serd
g(x) =1+ 29+ x9

que n3o é uma funcdo linear devido a presenca da constante 1. Um exemplo de funcdo
linear sera

h(z) = xzg+ z9
Em termos de espectros, ode g é {0, {0}, {2}} enquantoqueode h é {{0}, {2}}.

O simbolo de Kronecker de ordem 1 é a funcio § : B™ — B que verifica
d(x) =1 seesése z = (0,0,---,0).
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3 FACTO Para todo x € B™ verifica-se

6(x) =1 +z0) (1+z1) - (1+z2) - (L +25-1) = [7]g

Para quaisquer X,Y C U,, define-se a sua uniao disjunta por
XHdY = (X\Y)u(Y\X)
e a sua convolucao por

XAy = |4 {zuy|yeY}
reX

4 Facro Sejam A, B C U, osespectros de funcées f, g respectivamente;

- f@) =3 au g(z) = 5 @

uc A veB

(i) Se f é uma funcdo constante entdo: se for f(x) = 1, o seu espectro
é {0} e sefor f(x) =0, o seu espectro é { }.
(i) Se A = U, entdo f coincide com o simbolo de Kronecker § . Se
A=U,\0 entdo f=1+4+9 (ie. f(x) =1seesdsex #0).
(i) (f 4+ g) tem espectro AW B e (f-g) tem espectro AM B.

F+a@= 3 o (9@ = >

uc AWB uc AmB

Corolario:
14 f (a negacdo de f ) tem espectro AW (.
(iv) Se g(x) = f(z * x), para algum z € B", entdo

B={ueA| z,=1}

O conjunto f~ (1) = {xz | f(z) = 1} chama-se suporte de f e é
representado por supp(f) .
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Exemplo 3: Consider-se a funcdo booleana em B4
f(wo,xl,a:Q,a:S) =1l4=zp-x1+z9 29 +271 29 23
Pode-se sempre escrever

ou seja, com alguma manipulagao
=z0-(1+z; +ao2+z 22 -23)+ 1 +z9) (1+z1 22 23)
O que sugere uma representacdo arbédrea

/370\
(I +x +ag+ 21 -2 23) (1+zy -z -x3)
Repetindo o processo para as restantes varidveis, vemos que
(l+z)+axg+x) 29 -23) =21 29 (1+23)+(1+x1) (1+z9)

(1421 29 -23) =21 -(xz2-1+z3)+(1+z9) 1)+ (1+zq1)-1

O que sugere a seguinte arvore

Note-se que os percursos iniciados na raiz determinam valores de x e os respectivos valores
f(x) consoante a folha onde os percursos terminam. Os percursos sdo determinados pelas
regras muito simples: x; = 1 significa “virar 3 esquerda no nodo x;", enquanto x; = 0
significa “virar a direita.no nodo x;".
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Nesta arvore, por exemplo, os seguintes percursos terminam no valor 0

{:13021,:1:1:0,(132:1,:83:?} , {.7;0:1,;1:1:1,3:2:0,333:?}

{zg=1,21=1,29=1,23=1} , {zg=0,2z1=1,29=1, 23 =1}

Todos os restantes percursos terminam no valor 1. Isto diz-nos que

f(l,O,l,O) = f(170>1’1) = f(l,l,0,0) =
= f(1,1,0,1) = f(1,1,1,1) = f(0,1,1,1) =0

Uma 4rvore equivalente a anterior pode ser construida colocando nos nodos e nas folhas
os espectros das expressdes que ocorrem na arvore anterior.

{0}
{1}\/ \ .
VANERVAN < AN,
3 ) {0} 3 0}
‘Z)/ K{@} ‘Z)/ {0}

0
Admitindo que os nodos podem ter quaisquer indices (e ndo apenas indices singulares) a
arvore pode-se simplificar para

2

{1}/{0}

AN,/
VAN,

N

Esta drvore permite, agora, reconstruir o espectro da fungdo inicial. De facto é facil de
verificar:

2005(©JMEValenca 49

K 0 {0}




LoGicA COMPUTACIONAL 1.Ldgica Proposicional

(i) Se a &rvore for uma folha o espectro € o que a folha indica: @ ou {0} .

+

(ii) Se a arvore for um triplo « = (o, o™ , ), o seu espectro A é

A=A w{o}mATwA)

sendo .A+,A_ os espectros representados pelas sub-drvores aT ea.

Para sistematizar esta construgdo seja Uy ,, = ©(Zn \ Zy); isto é, o
conjunto de todos os indices formado por elementos k < 7 < n.

8 DEFINIGAO Dado um polinémio reduzido (sem mondmios repetidos) f =
> ueA Tu com A C Uy, o fraccionamento de f em Uy, €&

1. Se f € uma fungdo constante, o fraccionamento coincide com a propria
funcio.
2. Se f ndo é constante (tem grau maior do que 0), sejam:

(i) f (xky1, -+ ,xp—1) o polindmio que se obtém eliminando
de f todos os mondmios que contenham x.; seja o o0 seu
fraccionamento em Uy 1 ,, determinado por este processo.

(ii) f+(:ck_|_1, ++- ,Tp_1) 0 polindmio que se obtém de f elimi-
nando xj. de todos os seus mondémios e reduzindo o resultado
final através da eliminagcio de pares de monémios iguais; seja at
o seu fraccionamento em U1 ,, -

Se f7 = f+, o fraccionamento o de f coincide com aT = a";

em caso contrario, € o triplo o = ( xy. , at, a” ).

A ordem do fraccionamento é O se f for constante ou, em caso
contrdrio, é (n — i) sendo i o indice da varidvel que constitui o primeiro
elemento deste triplo.

Esta definicao sugere imediatamente uma representacao arbdrea para o fraccionamento
de uma fungdo cujo espectro estd contido em Uj ,, . As fungdes de grau zero serdo
)

ERES 2005 ©IMEValenca 50




LoGicA COMPUTACIONAL 1.Ldgica Proposicional

as folhas da arvore. As fungdes ndo constantes tém fraccionamentos que sdo triplos

+

(x;, ", a ) (comi > k) formados por uma varidvel e dois outros fraccionamentos.

Se a funcdo n3o for constante existe pelo menos um mondmio com uma ou mais varidveis.
N&o € necessdrio que contenha a varidvel x}. ; por exemplo, para k = 0 e n = 3,
considere-se a fungdo f(xg,x1,29) =14+ 21 + 21 - 9.

f(xg,x1,22) tem 3 monémios nenhum dos quais contém x. O calculo de f+ e de
f ., com o fraccionamento feito em U073, nao modifica f uma vez que ndo contém

x(); teremos, assim, f = f+ =f .

Porém, quando se efectua o fraccionamentoem Uy 3,
tem-se f =1 e f+ = 14+ 1+ z9 que, apds /ac]\

reducdo, se simplifica em xo .

x 1
O fraccionamento final de f estd representado ao lado / 2\
e, como vemos, tem ordem 2. 1 0

5 FacTto Sejam f, g duas funcbes booleanas e o, 3 os respectivos fraccio-
namentos em algum Uy, ,, . Representemos por (a+ 3) , (- 3) , a(?)

os fraccionamentos, respectivamente, das funcées (f+g) , (f-g) , f(z ).
Verifica-se:

I (@a+0)=(a-)=a, («a-00=0, 0¥ =0, 1® =1,
a-a=ae a+a=0.
2. Redugdo: (x, a, o) simplificaem « .

3. Sefor a« = (xp,, o

inferior a de o, entio

,a ) e (3 é um fracionamento de ordem

(a+8)= (z,a" +8,a +4)
(a-B)= (xp,a’ - B,a -B)
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4. Se o e B tém a mesma ordem e se for a = <xk,a+,oz_> e

B={(x, BT, B ), entdo
(a+8)= (axp,at +87,a  +87)
(a-B8)= (ap,a" - BT, a - 87)

+

5 Sefor « = (xp, o , a” ), entdo

|
o

O{(z) — <xk7 (a+)(z)7 (a_)(z)> s Zp =
; <$k7 (a—)(z) ) (04+)(Z)> se zp =1

]
Frequentemente as funcdes boolenas aparecem agrupadas em vectores.

Uma funcdo booleana vectorial S : B" — B"™ pode ser descrita por um
vector de n funcdes booleanas escalares

hi(xy, 22, -+, Tn)
S(xl’ x2’ .« .. ’xn) — h2(:’C1) :B.2., .' ° ,wn)
hn(x]_,xQ’ ,:Bn)

Na terminologia criptogrédfica, uma tal funcao é designada por uma n X n
S-Box.

Facilmente se generaliza o conceito para S-Boxes n3ao quadradas: uma
n X m S-Box é uma funcio S : B" — B" definida por um vector de
m componentes em que, cada uma, é uma funcio h; : B — B, com
1€ 0..m—1.

Exemplo 4: As trés funcdes boolenas

ho(at) = 1—{—:E0 - xq
hl(m): :E0-$2-(1—|—:L‘1)
ho(z) =  14zg+x1 + 29
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definem uma SBox quadrada 3 x 3.

O exemplo mais corrente desta representacdo pode ser descrito pela figura
seguinte

Pode-se ver * como uma chave, z como o texto de uma mensagem a
cifrar e w como o criptograma resultante. Alguns problemas:

Dados z,w € B"™ e S,

(1) determinar se existe algum valor de = que seja solugdo da equagdo
S(z®x) =w (13)

(1) Caso exista gerar aleatoriamente uma solugdo

(111) Caso existam, enumerar todas as solugdes.

O problema de tipo | procura saber, apenas, se existe uma chave, o
problema de tipo Il procura descobrir uma chave e o problema de tipo Il
procura enumerar todas as chaves.

Escrita de outro modo, a equacgdo (13) é d(w & S(z P xz)) = 1, ou,
equivalentemente,

s sy =1 ou  [RP)g =1 (14)

Exemplo 5: Recuperemos a SBox 3 X 3 do exemplo 4 e suponhamos o seguinte par
entrada-saida
z=(1,0,1) w = (0,1, 0)
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A equagdo que resulta de (14) (com wg = 0, w1 = 1,wg = 0) serd

ho(z@x)- (1 4+ h1(z®x)) -ho(zPx) =1
expandindo

1+ 1+zg) 2z1) - A+A+z9)  1+z1) 1+29))-
I+ 0 +=z9) +z1+ (1 +22) =1

simplificando

(I+zy+zg-21) - A+1+2z9) - T+x1) 1+29) - 1+z9+21] +29)=1

Os espectros dos trés factores nesta equacgdo serdo (abrev. T = {0} , L =0),
0 0
N />1
NN
1
/ \

/\T /\ /\ /KT

Usando as regras no facto 5 o espectro resultante sera

/\

TN /
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2.Légica de Primeira Ordem

Uma linguagem ldgica de predicados descreve um determinado universo
usando dois tipos de entidades:

1. termos que representam os objectos do universo de discurso,

2. formulas, que representam propriedades desses objectos.

A constru¢do simbdlica destas entidades (os simbolos e as regras de
composi¢do de simbolos) constituem a sintaxe da linguagem.

A semantica da linguagem constrdi significados para essas entidades,

1. O significados dos termos obtém-se associando termos a elementos de
uma determinada estrutura matematica,

2. O significado das férmulas obtém-se associando cada férmula a um
determinada valor de verdade ou, de forma mais geral, associando-lhe
o atributo de ser ou nao ‘“valida".
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2.1. Sintaxe da Ldgica de Predicados

Sintaxe dos Termos

Os objectos de um universo de discurso sdo determinados por um conjunto
JF de simbolos de funcao a cada um dos quais estd associado um inteiro
positivo designado por aridade desse simbolo. Os simbolos com aridade
zero sao chamados constantes.

TERMOS DE BASE: constantes ou entidades da forma f(tq,t2, - ,tn)
em que f € F é um simbolo de aridade n > 0 e os diversos t1,--- ,tn
sao termos de base.

7r denota o conjunto dos termos de base gerados por F .

Os objectos de discurso podem ser indeterminados ou conter componentes
indeterminadas; para representar essa nocao usam-se variaveis.

Seja V' um conjunto finito de simbolos de variaveis.

TERMOS: constantes, varidveis ou entidades da forma f(tq1,to, - ,tn)
em que f € F é um simbolo de aridade n > 0 e os diversos t1,- - ,tn
sao outros termos.

TF,y denota o conjunto dos termos gerados por F e por V.

exemplo: Considere-se um universo de discurso em que JF ¢é definido pelos seguintes
pares simbolo-aridade
F = {(um,0) , (zero,0) , (suc,1) , (soma,2)}
Como exemplos de termos de base teremos
um , suc(um) , soma(um, suc(um)) , soma(soma(zero, um), suc(um))

Nenhum destes termos de base (que também s3o termos) contém qualquer indeterminag3o.
S3o as varidveis que representam essa indeterminagdo.
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Considere-se o conjunto de varidveis V = {x,y, 2z} ; exemplos de termos serdo

x , soma(x,um) , soma(suc(y),soma(x, z))

Sintaxe das Formulas

As propriedades dos objectos do universo de discurso sao determinadas por
um conjunto finito de simbolos de predicados P a cada um dos quais
estd associado um inteiro positivo designado por aridade do predicado.
Os simbolos de aridade 0 s3o designados por simbolos proposicionais.

FORMULAS simbolos proposicionais, entidades da forma p(t1,--- ,pn)
em que p € P é um simbolo de predicado de aridade n > 0 e os diversos
t1,- - ,tn sdo termos (ditos predicados atémicos), ou ent3o:

(i) entidades da forma ¢V o , ¢ D , dAp , 0 , L, em que
¢, ¢ sao féormulas,

(i) entidades da forma Vz.¢p e Jdx.¢, sendo ¢ uma férmula e z uma
varidvel.

exemplo: As propriedades par e impar requerem a introducao de dois simbolos de
predicado, respectivamente par e impar de aridade 1; pode-se também considerar um
simbolo maior de aridade 2:
P = {(par,1) , (impar, 1)@(maior, 2)}
Exemplos de propriedades
par(x) , impar(soma(zero,y)) , maior(um, zero)

Outros exemplos

V. maior(x, zero) , Vy. par(z) D Jx. maior(x, y)

Uma linguagem ldégica construida nestes moldes designa-se por Linguagem
de Primeira Ordem.
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E possivel pensar numa linguagem que represente nao sé propriedades
de objectos como também propriedades de transformacdes de objectos,
ou propriedades de propriedades, ou propriedades de transformacdes de
propriedades, etc. Uma tal linguagem ja nio é “de 1° ordem” e designa-se
por légica de ordem superior.
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2.2. Substituicoes

Variaveis Livres e Ligadas

A nocao de termo e predicado determinado é expresso através da nocao de
variavel livre e de varidvel ligada numa férmula.

Um termo ou um predicado atémico que nao contenha varidveis diz-se
fechado ou determinado.

Numa férmula ¢ uma varidvel associada a um quantificador diz-se ligada
em ¢ ; uma varidvel que ndo estd associada a nenhum quantificador
diz-se livre em ¢ . Um predicado sem varidveis livres diz-se fechado ou
determinado.

exemplo: O seguinte programa PROLOG determina o conjunto de varidveis livres num
predicado genérico. Dada a possivel ambiguidade na representacdo de varidveis e constantes
como atomos PROLOG, o pardmetro V é usado para definir o conjunto de varidveis em
cada predicado PROLOG.

% vari\’aveis livres

livres(V,-(P), U) :- livres(V,P,U).

livres(V,P & Q ,U) :- livres(V,P,U1), livres(V,Q,U2), uniao(U1,U2,U).
livres(V,P v Q ,U) :- livres(V,P,U1), livres(V,Q,U2), uniao(U1,U2,U0).
livres(V,P => Q,U) :- livres(V,P,Ul), livres(V,Q,U2), uniao(U1,U2,U).
livres(V,qualquer(X,P),U) :- livres(V,P,U1), delete(U1,X,U).
livres(V,existe(X,P) , U) :- livres(V,P,Ul), delete(U1,X,U).
livres(V,P,U) :-= P =.. [_lArgs], varss(V,[],Args,U).

% vari\’aveis acumuladas em termos

vars(V,U1,T,U) :— atom(T),

((member(T,V) ,\+ member(T,U1)) -> U = [T|U1] ; U = U1).
vars(V,U1,T,U) := T =.. [_|Args], varss(V,U1l,Args,U).
varss(_,U, [1,0).
varss(V,U1, [HIR],U) :- wvars(V,U1,H,U2), varss(V,U2,R,U).
Exemplos
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| 7- livres([x,y], p(x) => qualquer(y, q(y,x)), U).
U= [x] 7

yes

| 7- livres([x,y], p(x) => qualquer(x, q(y,x)), U).
U= [x,y] 7

yes

Substituicao

Para determinar férmulas indeterminadas (e além do uso de quantificadores)
é possivel usar substituicoes.

A substituicao num termo t de uma varidvel x por um segundo termo
@ é uma transformacao de termos cujo resultado se escreve

tlp/xz]  ou  tlx:=p

A substituicdo define-se indutivamente na forma do termo:

(i) Se t coincide com x entdo t [u/x] = w ; todos os outros dtomos
(constantes ou varidveis diferentes de x ) n3o sdo afectados pela
substituicao.

(ii) Em alternativa a substituicdo de t obtém-se aplicando a substitui¢do
aos argumentos desse termo.

O seguinte programa PROLOG implementa a substituicao em termos; cada
substituicdo [t/x] é representada por um par [x,t].

% substituicao em termos
subsT(V, [X,T],Y,U) :- atom(Y), member(X,V),
(X ==Y -> U=T ; U=Y).
subsT(V, [X,T],W,U) :-
W=..[F|As], subsTs(V,[X,T],As,Bs), U =..[F|Bs].
subsTs (V, [X,T],Ts,Us) :- map(Ts,subsT(V, [X,T]),Us).

NDN
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A substituicao numa formula & de uma varidvel = por um termo wu
é uma transformacdo que sé afecta ® se x for uma varidvel livre nessa
férmula.

Nesse caso a férmula transformada, representada por

¢ [p/x]  ou P [x:=p]

define-se da mesma forma indutiva usada na substituicio em termos:

(i) ®[u/x] =P se x ndo élivreem P,

(i) Se = élivieem ® e & = OpP;...P,, em que Op é um
dos prefixos Vy. ou dy., é um conectivo ou é um simbolo de
predicado, entdo a substituicio x em &P obtém-se aplicando essa

mesma substituicdo a cada um dos elementos ®q ... Py, .

O seguinte propgrama PROLOG implementa esta definicao em trés cldusulas
para o predicado subsF: a primeira aplica-se a férmulas quantificadas, a
segunda a férmulas construidas por conectivos e a terceira a predicados
atémicos construidos a partir de termos. Sé na 12 cldusula é necessario
verificar se a varidvel de substituicio é livre ou ndo.

A dltima clausula extende a substituicdo a listas de férmulas.

% substituilc c\“ao em f\’ormulas
subsF(V, [X,T],W,U) :-
W=.. [Op,Y,P], (Op= qualquer ; Op= existe),
(X ==Y -> P=Q ; subsF(V,[X,T],P,Q)), U=.. [Op,Y,Q].
subsF(V, [X,T],W,U) :-
W=.. [OplAs], (Op= ’-’ ; Op= &’ ; Op= ’v’ ; Op= ’=>7),
subsFs(V, [X,T],As,Bs), U=.. [Opl|Bs].
subsF(V, [X,T] ,W,U) :-
W=.. [OplAs], subsTs(V,[X,T],As,Bs), U=.. [OplBs].
subsFs(V, [X,T] ,Ws,Us) :- map(Ws,subsF(V, [X,T]),Us).
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Exemplos de aplicacao deste programa

| ?- subsF([x,y],[x,al, p(x) => qualquer(y,q(x) & p(y)), U).

U = p(a)=>qualquer(y,q(a)&p(y)) 7
yes

| 7- subsF([x,y],[x,a]l, p(x) => qualquer(x,q(x) & p(y)), U).

U = p(a)=>qualquer(x,q(x)&p(y)) 7
yes
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2.3. Semantica da Loégica de Predicados

A LPO é formada por duas classes de entidades sintacticas: termos 7T
(representando objectos) e predicados L (representando propriedades);
assim dar significado a LPO implica definir o significado de termos e o
significado de predicados.

Dar significado a um predicado P realiza-se verificando a sua validade
num determinado modelo M expressa numa relacao

M = @

Dar significado a um termo bem determinado t (i.e. um termo sem
varidveis) realiza-se associando esse termo a um objecto matematico bem
determinado it € S elemento de um conjunto S previamente escolhido.
Uma tal associacdao ¢t — u designa-se por interpretacao do termo t na
estrutura S e é descrita por uma funcdo

oc:7 — S

Exemplo
Ostermos 1, 14+1—1 e 0+ 1 s3o termos bem determinados, distintos
entre si, que podem ser todos interpretados em N pela unidade 1.

Esta interpretacdo dd o mesmo significado aos trés termos. Note-se,
porém, que esta a interpretacdo 7 — N, é apenas uma das interpretacoes
possiveis; outras interpretacoes darao significados distintos aos trés termos.

Nomeadamente é possivel tomarmos para estrutura S = 7 e, como
funcdo de interpretacio o, a funcdo identidade; isto é, cada termo é
interpretado por si préprio e dois termos distintos sao sempre interpretados
de modo diferente.

~ O ~
A interpretacdo dada por S = 7 e o = id chama-se interpretacao

de Herbrand e os modelos que dai resultam chamam-se modelos de
Herbrand.
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A interpretacdo de Herbrand sé define significado de termos determinados. Para um termo
t com varidveis é necessdrio definir valores para as varias varidveis que podem ocorrer
nesse termo.

A associacdo de valores a varidveis é feita pela nocdo de atribuicdo: isto é, uma funcio
que associa varidveis a elementos da estrutura de interpretacao S. Na interpretacao de

Herbrand S = 7 ; portanto sdo termos; logo

Numa interpretacao de Herbrand uma atribuicao é uma funcao
v:VY — T

Dado um termo t representamos por tY o termo determinado que se
obtém substituindo cada varidvel x pelo seu valor v(x)

tY = t[v(x)/x] paratodo = €V

exemplo: O programa PROLOG seguinte implementa atribuices como listas de pares
[x,t]. Por exemplo a atribuicdo

{z—a,y—b, z—cla,b)}

é representada pela lista [[x,al, [y,b], [z,c(a,b)]].

O programa implementa a substituicdo muiiltipla através do “predicado de ordem superior”
foldr.

% Substituilc c\~ao m\’ultipla

subsFF(V,Atrib,W,U) :- foldr(W,Atrib,subsF(V),U).
subsTT(V,Atrib,W,U) :- foldr(W,Atrib,subsT(V),U).
Exemplo

| ?- subsTT([x,y,z], [[x,al, [y,bl,[z,c(a,b)]], tlx,y,z), U).
U = t(a,b,c(a,b)) 7
yes
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2.4. Modelos de Herbrand na LPO

Um modelo de Herbrand é um conjunto, finito ou n3o, de predicados
atémicos determinados; i.e. predicados da forma p(ty,--- ,tn) em que
os termos t; nao contém varidveis.

Exemplo 6: Numa linguagem com simbolos de predicado P = { >, par } e constantes
C={0,1,2}, o seguinte conjunto é um modelo de Herbrand,

M={2>1,1>0, par(0) , par(2)}

A definicao de validade de predicados tem de considerar separadamente
predicados determinados e predicados indeterminados; predicados indeter-
minados sdao validos ou nao consoante os valores eventualmente associados
as suas variaveis livres.

Tal como nos termos a associacao de varidveis a valores é feita por
atribuicbes v: )V — 7T . Dado um predicado indeterminado & , define-se

¢ = @ [v(z)/x] paratodo z €V (16)

Para um predicado determinado & , a validade exprime-se numa relacao
binadria entre um modelo M e & escrita

ME

Se & é indeterminado a validade exprime-se numa relacdo terndria entre
um modelo M , uma atribuicio v e o predicado &, escrita

M,v =
e definida, a partir da relacdo binaria, por
MuvE® sse ME®° (17)

A relagdo bindria |= para predicados determinados, atémicos ou gerados
por conectivos, define-se indutivamente da forma usual:
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M E L

MEp(ty...tn) sse p(ty...tnh) € M

MEPATY sse ME=P e MEY

MEPVY sse M=® ou MEVTY

MEPDU sse MEDP ou MEY

v VvV V V

Para predicados quantificados determinados, em modelos de Herbrand, a
sua validade pode ser definida percorrendo todas as eventuais substituicoes
da variavel de quantificacao

> M (Ve. ®) sse M |=®[t/x] paratodo t €T
> ME(3x. ®) sse M= P[t/x] paraalgum t €T

NDN

A nocao de validade aplica-se a teorias I'

> Em teorias fechadas (nenhum A € I' contém varidveis livres).
MI=T se ME=A paratodo A€T

> Em teorias abertas (com varidveis livres):
M,v|=T se M,vj=A paratodko AeTl

e permite definir as nocdes de consequéncia semantica, tautologia e
inconsisténcia percorrendo os varios modelos M e atribuicdes v.

> I'=® se M,v =T implica M,v = ® para todo M e todo
V.

> & é uma tautologia se M, v = ® para todo M e todo v.

> I é inconsistente se M,v [ T" para todo M e todo w.

A nocio de consequéncia semantica e de consisténcia de uma teoria sao
essenciais a correccao de sistemas de deducdo na LPO.
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Esta primeira proposicao estabelece alguns resultados de consisténcia que
sao independentes da forma especifica das férmulas.

PROPOSICAO Seja I" uma teoria e ® um férmula

(a) Verifica-se I' |=® seesése {I' , =~®} € inconsistente.
(b) A teoria vazia I' = () nunca € inconsistente.
(c) Se L €T entdo I € inconsistente.

(d) T é inconsistente se e s6 se T'Y & inconsistente para todo wv.
Face a proposicdo 9, o resultados (a), (b) e (c) seguintes estabelecem,
respectivamente, regras de inclusdo, monotonia e corte.

PROPOSICAO Nas condicdes da proposicdo anterior

(a) Toda a teoria I que contenha ® e —® € inconsistente.
(b) Se I' € inconsistentee A D I' entdo A € inconsistente.

(c) Se{I',~®} e{I', ®} sdoinconsistentes, entdo I" € inconsistente.

A componente proposicional da LPO exprime-se da forma seguinte:

PROPOSICAO Sejam o e 3 predicados genéricos conjuntivos e disjuntivos
definidos nos seguintes quadros.

a ap a2 B 1 B2

PAQ P Q ~(PAQ) | P —-Q

-(PV Q) P =Q PvVvQ P Q
-(PD>Q) | P -Q PD>Q -P

Entao

a I' , o} éinconsistenteseesése {1', a1 , cg } € inconsistente.
(a) {
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(b) {T', B} éinconsistenteseesése {I' , B1} e {I', B2} sédo
inconsistentes.

(c) {I', =—=®} éinconsistente se e sése {I" , &} € inconsistente.

As provas de ambos as proposicoes sao uma consequéncia imediata das
definicoes do acetato anterior.

TEOREMA Seja t € 7 um termo fechado e a uma qualquer variavel que
nao ocorreem I' ou P .

(a) Se ateoria {I', (Vx.®) , ®[t/x]} € inconsistente entdo também
ateoria {I' , (Vx.®)} € inconsistente.

(b) Se ateoria {T", (Jx.P) , ®[a/x]} € inconsistente entdo também
ateoria {I' , (3xz.®)} € inconsistente.

(c) Seateoria{T', ~(Jx. D), ~P[t/x] } €inconsistente entdo também
{T, =(3x.P) } € inconsistente.

(d) Seateoria {I", ~(Vx.®),~P[a/x] } €inconsistente entdo também
{T", =(Vx.®) } € inconsistente.

Prova A prova formal deste importante teorema pode ser vista no
texto de M. Fitting (citado como referéncia complementar deste curso).
Um esquema de prova pode, no entanto ser apresentado para dois dos
resultados:

Em (a), se {I',(Vx.®)} fosse vilido para algum modelo M e
atribuicdo v entdo seria M, v |= ®[t/x]| contrariando a inconsisténcia
de {I', (Vx.®), P[t/x]}.

Em (b), se {I',(3xz.®P)} fosse vilido num par M, v existiria um
termo t tal que M,v |= ®[t/x]. Definindo uma nova atribuicdo
v/ = v U {a— t}, é possivel construir um par M, v’ que valida
todas as férmulas em I', & que o anterior par validava (o que é possivel

porque a ndo ocorre em I',®) e ainda valida ®[a/x]. Portanto
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{T", (3x. P), P[a/x]} ndo poderia ser inconsistente o que contraria a
nossa hipdtese.

Os resultados (c) e (d) provam-se de forma analoga a (a) e a (b).

~ O ~

Note-se que, em (b), a “nova' varidvel a pode ser vista como um
identificador para o valor especifico t onde & é vdlido. Para ndo
criar ambiguidades com nomes existentes tem de ser diferente dos outros
identificadores que ocorrem em I',®. Esta abordagem é seguida na
definicao de sistemas de deducao baseados neste resultado.

Do mesmo modo que férmulas proposicionais de agrupam em férmulas o
(conjuntivas) e férmulas 3 (disjuntivas), também as férmulas quantificadas
se podem agrupar em férmulas & , ditas universais, e férmulas -~ , ditas
existenciais.

Se acordo com os seguintes quadros, para cada termo termo fechado ¢,
uma férmula & estd associado a uma férmula &(t) e, para cada varidvel
a, uma férmula ~ estd associado a uma férmula ~y(a) .

5 5(t) Y v(a)
V. P Ot/ x] Jz. ¢ dla/x]
—dx. & ﬁCI)[t/x] —Vr. & —|<I>[a/ac]

COROLARIO Seja t € T um qualquer termo fechado e a uma qualquer
variavel que n3o ocorre em 1" ou -y .

(a) {I", 8, 6(t)} éinconsistentese esése{I , §} € inconsistente.

(b) {T", ~v(a)} € inconsistente se e sé se {I' , v} € inconsistente.

Prova
Para as férmulas & a proposicio 9 diz-nos que a inconsisténcia de
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{T" , 6} implica a inconsisténcia de {I" , 6 , 6(¢t) } . O teorema 4
determina o resultado inverso: a inconsisténcia da segunda teoria implica a
inconsisténcia da primeira.

Para férmulas ~ , sendo {I' , v(a)} inconsistente também serd
inconsistente {I" , v , v(a)} (proposicdo 9) e, pelo teorema 4, é
inconsistente {T" , ~ }.

Inversamente, sendo { I , -y } inconsistente, assumindo que {T" , v(a) }
nao é inconsistente obtem-se uma contradicio.

Tomemos, por exemplo, o caso v = Jx. ® . Se {I', P[a/x]} nio for
inconsistente existitirda um modelo M e uma atribuicao v que valida I" e
®[a/x]. Usando a “testemunha” t = v(a), esse modelo validard também
Jx. ® contrariando a hipétese de inconsisténcia de {I", Jx. @ } .
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2.5. Unificacao e Resolucao

Quase todos os sistemas dedutivos para a Ldgica de Primeira Ordem s3o
baseados na resposta a um tipo de questoes

Dada uma teoria I' serd que ela é inconsistente?

Na LPO Classica sabe-se que ndo é possivel construir um algoritmo que,
dada uma teoria genérica I', seja capaz de dar uma resposta a esta questao
num ndmero finito de passos. Ou seja, a LPO classica é indecidivel.

Porém algumas sub-linguagens da LPO s3o decidiveis; nomeadamente a
chamada linguagem de clausulas.

DEFINICAO

Um literal em LPO €é um predicado atémico p(ti,...tn) ou a sua
negacdo —p(t1,...tyn).

Uma clausula aberta é uma férmula do tipo

d1(x1y. -y xn) Voa(x1,. .y xn) V...V op(x1,...,2n)

em que os diversos ¢; sao literais e os x; denotam a totalidade das
variaveis livres que neles ocorrem. A clausula nula 1 é a clausula
determinada pela disjungdo de um conjunto vazio de literais.

Uma clausula fechada é uma férmula fechada do tipo Yxq1xo ... xyn P,
sendo ® uma clausula aberta. Uma clausula de base é uma clausula

fechada sem quantificadores.

As teorias na linguagem de clausulas sdo conjuntos finitos de clausulas
fechadas.

Note-se que:
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1. Nos literais ndo ocorrem quaisquer conectivos (para além do eventual —) ou quan-
tificadores. Podem existir varidveis livres; isto é, os predicados atémicos ndo sio
necessariamente férmulas de base nem os seus argumentos sdo termos de base.

2. Cada clausula aberta é uma disjuncdo de literais; portanto, para além da disjuncdo
V e de, eventualmente, a negacdo, n3o ocorrem quaisquer outros conectivos ou
quantificadores.

Todas as varidveis que ocorrem nos literais s3o varidveis livres na clausula aberta
porque ela ndo contém qualquer quantificador que “feche” varidveis.

3. Uma clausula fechada Vzqzg9...xzn ®, é uma férmula fechada; portanto nao
contém quaisquer variadveis livres; isto significa que todas a variavel livre em & ¢é
fechada por um dos quantificadores universais Vz; .

4. A clausula nula L e a teoria vazia (sem clausulas) fornecem formas triviais de
determinar inconsisténcia; de acordo com a proposicdo 9 toda a teoria que contenha
L é inconsistente e a teoria { } é sempre consistente.

exemplo: Numa linguagem com simbolos de predicados (todos undrios) p,q, simbolos
de fun¢do f,g (ambos undrios), constantes 0,1 e varidveis X,Y,Z temos, como
exemplos de clausulas abertas

p(X)V —q(Y)Va(f(X)) , a(g(X))V-p)

Como clausulas fechadas teremos

VX VY p(X)V—q(Y)Va(f(X)) , VX p(f(0))Va(g(X))

Clausulas de base n3o contém quaisquer varidveis ou quantificadores; por exemplo,

p(f(0)) vV a(g(1))

O teorema 4 e as proposicoes 9 e 11 fornecem a base para definir
um algoritmo que permita determinar quando é que uma teoria formada
exclusivamente por clausulas é inconsistente.

Numa primeira aproximac¢ao, vamos considerar clausulas de base.

DEFINICAO Duas clausulas de base da forma ® = ¢V o e ¥ =
- VY, emque ¢ éum predicado atomico, dizem-se resoliiveis sobre

.

A clausula ¢ V 1 designa-se por resolvente de ® e W .
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E vulgar representar esta construgdo por um diagrama da forma

¢V —Q VY
N e

eV

Note-se que duas clausulas de base resoliveis ndo sido necessariamente distintas nem o
resolvente é tinico. Por exemplo a clausula ¢ VV —¢ é resolivel consigo prépria; o resolvente
é a propria clausula.

¢V g PV o
. -
AR

O par de clausulas ¢ V —p e —¢ V ¢ ¢é resoliivel de duas formas distintas produzindo
os resolventes ¢ V —d e @ V —p.

»V PV

N —

—p VP eV

PROPOSICAO Sejam & = ¢V e ¥ = —¢p V1 duas clausulas de base
resoluveis. Ent3o toda a teoria 1" que contenha ® e W € inconsistente
se e s6 se é inconsistente a teoria {I' , ¢ V @} que se obtém de T°
juntando-lhe o resolvente.

Prova Expandindo as disjun¢cdes como se indica na proposicao 11, vemos que I' sera
inconsistente se e s se s3o inconsistentes todas as teorias

{F7¢7_‘¢} {Faw} {Faw}

A primeira é inconsistente; as duas ultimas s3o simultaneamente inconsistentes se e sé se
for inconsistente {I", o V 9 }.
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E possivel usar este resultado para provar a inconsisténcia de uma teoria
formada apenas por clausulas de base.

exemplo: Por exemplo, se for

F:{ﬁ¢\/—'¢v@7¢a¢7ﬁ¢}

constréi-se a seguinte grafo de resolventes.

~ /
- Vo (%
\
@ -

/

1

Os varios nodos desta arvore sdo as férmulas adicionadas a teoria inicial I" preservando o
seu status de consisténcia.

No final introduziu-se a clausula vazia L. como resolvente do par de clausulas ¢ e —p.
Obtém-se deste modo uma teoria que, por conter L , é inconsistente e que, pelo processo
de resolucdo, tem o mesmo status que a teoria original.

Consequentemente concluimos que I' é inconsistente.

PROPOSICAO Seja I' uma teoria e ¢ um literal de base que é puro em
relacio a I' — i.e. a sua negacdo ndo ocorre em nenhuma clausula de T'.
Entdo I' € inconsistente se e s se é inconsistente a teoria que se obtém de
retirando-lhe todas as clausulas de base que contém ¢ .

Prova (sugestio) Comegamos por ver que I' e {I',¢$} tém o mesmo status de
consisténcia.

Por simplicidade vamos supor que ¢ é um predicado atémico (a prova seria idéntica se
fosse a negacdo de um predicado atémico).
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Se T for inconsistente entdo {I", ¢} serd necessariamente inconsistente. Inversamente, se
{T", ¢} fosse inconsistente e I" n&o fosse entdo existiria um modelo M que n3o continha
¢ mas validava I'; acrescentando ¢ a M obtém-se um novo modelo M = {p} UM
que continua a validar I', jd que —¢ nado ocorre em I', e passa agora a validar ¢.

Isto contraria a assun¢do de que {I", ¢} é inconsistente.

Para qualquer clausula ¢ VvV ® temos que {I', ¢ V ®} é inconsistente se e sé se forem
inconsistente {I", ¢} e {I',®}. Acabamos de ver que o primeiro é inconsistente se e
s6 se I' o for; sabemos também que a inconsisténcia de I' implica a inconsisténcia de
{T", @} . Logo {I', ¢ V ®} é inconsistente se e sé se I" for inconsistente.

Este resultado avanca na direccao contrdria a resolucao: vai retirando
clausulas da teoria com o objectivo de, se possivel, se chegar a teoria vazia.
Essa teoria sera necessariamente consistente.

exemplo:
Na teoria I' = {¢ V ¢, ~¢} as férmulas ¢ e ¢ denotam predicados atémicos de base.

De inicio é possivel construir um tnico resolvente.

PV -
NS

%2

Temos uma teoria com uma clausula pura ¢ . O resultado anterior diz-nos que podemos
eliminar todas as clausulas que contém (; assim é possivel retirar ¢ e ¢ V ¢ .

o .
Resta uma teoria I = {—¢}. Agora —¢ é uma clausula pura que, usando de novo o
resultado anterior, pode ser eliminada. Resta a teoria vazia { } que é consistente.

Todo este algoritmo mantém o status das vdrias teorias que terminam numa teoria

consistente. Logo a teoria inicial é consistente.

Para localizar os literais puros numa teoria basta usar o seguinte critério:
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¢ é puroem I' se e sé se ndo existe nenhum par de clausulas desta teoria
que sejam resoluveis sobre ¢ .

A esséncia deste estudo é a Ldégica de Primeira Ordem; por isso ele deve
incidir essencialmente sobre teorias com clausulas quantificadas.

O status de consisténcia de teorias com clausulas quantificadas baseia-se
no resultado apresentado no teorema 4; recordando

Para todo o termo de base ¢ o status de consisténcia da teoria {I" , V. ®}
é o da teoria {I" , Va. & , P[t/x]}

O célculo de resolventes serviu, nas teorias sé com clausulas de base, para
determinar os respectivos status de consisténcia. Obviamente que esse
calculo era ai facilitado pelo facto de, com um conjunto finito de clausulas
de base, é também finito o nimero de clausulas geradas por resolucao.

Em clausulas que envolvem varidveis e quantificadores j3 a resolu¢do (como
veremos em seguida) tem capacidade para gerar novas clausulas em niimero
contdvel mas infinito. Um algoritmo que tire concluses sobre resolventes
pode n3o terminar.

DEFINIGAO Sejam ® e ®' duas clausulas abertas que n3o partilham
variaveis. Diz-se que:

1. ® instancia ®', e escreve-se ® > ®' quando existe uma substi-
tuicio o tal que &' = o (P).

2. Diz-se que ® subsume P, e escreve-se ® DO &', quando P
instancia um ndmero de literais de ®'
Formalmente quando, para uma clausula & e uma substituicdo o, se
escreve ®' = o(®)V 4§ .

. / / .
3. ® unifica com ', e escreve-se ® < ®', quando partilham uma
instancia comum. A substituicdo que produz a clausula mais geral que é
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instancia de ® e de ®' chama-se unificador mais geral (abreviado
para, umg) de ® e de &'

4. ® = ¢V U e & = —¢' VU sjo resoliiveis sobre o par de
literais ¢, @', se se verifica ¢ =< ¢’ .
Seja o o unificador mais geral do par ¢, ¢’ ; o resolvente de ® e

&' & a clausula
dxd =o(V)Vo(¥)

RV 0 0 —¢' v o’
\ /
c(U)Vo(P)  o(p)=o0c(¢)

A relac3o de instancia determina uma ordem parcial desde que sejam consideradas equiva-
lentes clausulas que se distinguem apenas nos nomes das varidveis.

Com esta relacdo de ordem, uma clausula unificadora U de & e &' verifica U < P e
/
U< o .

Nas clausulas de base, um par de clausulas resoldvel tinha de conter o par ¢ € =¢ (um em

cada clausula). Nas clausulas abertas a resolu¢do exige que as clausulas contenham um
/ . / e

par ¢, —¢", em que ¢ pode ser distinto de ¢ desde que unifiquem.

Por exemplo, considere-se o par de clausulas (as varidveis em clausulas distintas sdo sempre
distintas)

{a(s(z)) v b(x) , =a(y) V c(y)}

O unificador mais geral de a(y), a(s(x)) é [s(x)/y]; a resolugdo serd

a(s(x)) V b(x) —a(y) V c(y)

T—T y—s(z)
\

b(x) V c(s(x))

Um segundo exemplo mais complexo resulta da observagdo de que a clausula a(x) V
—a(s(x)) é resolivel consigo prépria.
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Escrevendo a clausula duas vezes, com variaveis diferentes, temos

a(z) V ~a(s(z)) a(y) vV —a(s(y))
%A y—s(2)
a(z) V ma(s(s(2)))

Mas o resolvente volta a ser resoltivel com a clausula inicial; pode-se calcular um novo
resolvente, que é de novo resollvel com a clausula inicial, etc.

a(x) V —a(s(x)) a(x) V —a(s(x))

T r—s(x)

a(z) V ~a(s(s(z)))

x—s(x)

)V —a(s(s(s(x))))

l x—s(x)

Esta clausula, por resolucdo, gera um conjunto infinito de clausulas.

Seja & = ®(x1,...,xyn) uma clausula aberta; representamos por [P]
(o fecho de &) a clausula fechada Vxq - -z ®(x1,...,2n).

TEOREMA Se I' é uma teoria que contém um par de clausulas fechadas
[®] e [®] tais que ® e ®' sdo resoliiveis, é inconsistente se e s6 se for

inconsistente
{r,[®x T}

E importante notar-se que a resolugdo é calculada nas clausulas abertas apesar de a teoria
ser formada por clausulas fechadas.

Isto permite renomear as varidveis de modo que ndo exista conflito nos nomes das varidveis
/
em & e ¢ .
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Por exemplo, uma teoria

I' = {V:L‘ Y. _|a(213, y) v b(:L‘, S(y)) , Vzy. —lb(S(IE), y) \ C(y)}

formada por duas clausulas fechadas, da origem a duas clausulas abertas onde o nome das
varidveis pode ser convenientemente escolhido de forma a n3o existirem ambiguidades.

—a(z,y) V bz, s(y)) =b(s(z), w) V c(w)
Y Y x+—5(2) w—s(y)

—a(s(2),y) V c(s(y))

O resolvente das clausulas abertas é —a(s(z),y) V c¢(s(y)), com z,y como varidveis
livres. O seu fecho serd a férmula

Vzy. ma(s(z),y) V c(s(y))

A partir deste resultado basico, com as limitacdoes que sao introduzidas
pela unificagdo de clausulas abertas (que podem conduzir, como vimos, a
teorias infinitas) todo o processo de dedugdo baseado em resolventes que
vimos para as clausulas de base pode ser usado nas clausulas fechadas mais

gerais.

2005©JMEValenga 80



