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1 Preambulo

A disciplina de Célculo de Programas tem como objectivo principal ensinar a programacado de compu-
tadores como uma disciplina cientifica. Para isso parte-se de um repertério de combinadores que formam
uma algebra da programacao (conjunto de leis universais e seus corolarios) e usam-se esses combinado-
res para construir programas composicionalmente, isto é, agregando programas ja existentes.

Na sequéncia pedagoégica dos planos de estudo dos dois cursos que tém esta disciplina, restringe-se a
aplicagdo deste método a programacéo funcional em Haskell. Assim, o presente trabalho prético coloca
os alunos perante problemas concretos que deverdo ser implementados em Haskell. Ha ainda um outro
objectivo: o de ensinar a documentar programas e a produzir textos técnico-cientificos de qualidade.

2 Documentacao

Para cumprir de forma integrada os objectivos enunciados acima vamos recorrer a uma técnica de pro-
gramacao dita “literdria” [1], cujo principio base é o seguinte:

Um programa e a sua documentagdo devem coincidir.

Por outras palavras, o c6digo fonte e a documentacdo de um programa deverdo estar no mesmo ficheiro.

O ficheiro cp1718t . pdf que estd a ler é j4 um exemplo de programacao literaria: foi gerado a partir
do texto fonte cp1718t . Lhs! que encontrara no material pedagégico desta disciplina descompactando
o ficheiro cp1718t.zip e executando

$ 1lhs2TeX cpl718t.lhs > cpl718t.tex
$ pdflatex cpl718t

em que lhs2tex é um pre-processador que faz “pretty printing” de cédigo Haskell em IXTEX e que deve
desde ja instalar executando

$ cabal install lhs2tex

Por outro lado, o mesmo ficheiro cp1718t . 1hs é executdavel e contém o “kit” basico, escrito em Haskell,
para realizar o trabalho. Basta executar

$ ghci cpl718t.1lhs

Abra o ficheiro cp1718t . 1hs no seu editor de texto preferido e verifique que assim é: todo o texto que
se encontra dentro do ambiente

10 suffixo ‘Ihs’ quer dizer literate Haskell.
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\begin{code}
\end{code}

vai ser seleccionado pelo GHCi para ser executado.

3 Como realizar o trabalho

Este trabalho teérico-pratico deve ser realizado por grupos de trés alunos. Os detalhes da avaliacdo
(datas para submissao do relatério e sua defesa oral) sdo os que forem publicados na pagina da disciplina
na internet.

Recomenda-se uma abordagem participativa dos membros do grupo de trabalho por forma a pode-
rem responder as questdes que serdo colocadas na defesa oral do relatério.

Em que consiste, entdo, o relatdrio a que se refere o pardgrafo anterior? E a edicdo do texto que estd
a ser lido, preenchendo o anexo C com as respostas. O relatério devera conter ainda a identificagdo dos
membros do grupo de trabalho, no local respectivo da folha de rosto.

Para gerar o PDF integral do relatério deve-se ainda correr os comando seguintes, que actualizam a
bibliografia (com BibTgX) e o indice remissivo (com makeindex),

$ bibtex cpl718t.aux
$ makeindex cpl718t.idx

e recompilar o texto como acima se indicou. Dever-se-4 ainda instalar o utilitario QuickCheck, que ajuda
a validar programas em Haskell, a biblioteca JuicyPixels para processamento de imagens e a biblioteca
gloss para geracgdo de graficos 2D:

$ cabal install QuickCheck JuicyPixels gloss
Para testar uma propriedade QuickCheck prop, basta invoca-la com o comando:

> quickCheck prop
+++ OK, passed 100 tests.

Problema 1

Segundo uma noticia do Jornal de Noticias, referente ao dia 12 de abril, “apenas numa hora, foram transa-
cionadas 1.2 mil milhoes de dolares em bitcoins. Nas tiltimas 24 horas, foram transacionados 8,5 mil milhdes de
dolares, num total de 24 mil milhdes de ddlares referentes as principais criptomoedas”.

De facto, é inquestiondvel que as criptomoedas, e em particular as bitcoin, vieram para ficar. Varias
moedas digitais, e em particular as bitcoin, usam a tecnologia de block chain para guardar e assegurar
todas as transagoes relacionadas com a moeda. Uma block chain é uma colegdo de blocos que registam
os movimentos da moeda; a sua definicdo em Haskell é apresentada de seguida.

data Blockchain = Bc {bc :: Block} | Bes { bes :: (Block, Blockchain) } deriving Show

Cada bloco numa block chain regista um ntimero (mégico) tinico, o momento da execucdo, e uma
lista de transagdes, tal como no cédigo seguinte:

type Block = (MagicNo, ( Time, Transactions))

Cada transacdo define a entidade de origem da transferéncia, o valor a ser transacionado, e a enti-
dade destino (por esta ordem), tal como se define de seguida.

type Transaction = (Entity, (Value, Entity))
type Transactions = [ Transaction ]

A partir de uma block chain, é possivel calcular o valor que cada entidade detém, tipicamente desig-
nado de ledger:

type Ledger = [( Entity, Value)]
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Seguem as restantes defini¢des Haskell para completar o c6digo anterior. Note que Time representa
o momento da transagdo, como o ntimero de milisegundos que passaram desde 1970.

type MagicNo = String

type Time = Int -- em milisegundos
type Entity = String

type Value = Int

Neste contexto, implemente as seguintes fungdes:

1. Defina a fungédo allTransactions :: Blockchain — Transactions, como um catamorfismo, que calcula
a lista com todas as transa¢des numa dada block chain.

Propriedade QuickCheck 1 As transagoes de uma block chain sio as mesmas da block chain revertida:

propla = sort - allTransactions = sort - allTransactions - reverseChain
Note que a fungdo sort é usada apenas para facilitar a comparagdo das listas.

2. Defina a fungdo ledger :: Blockchain — Ledger, utilizando catamorfismos e/ou anamorfismos, que
calcula o ledger (i.e., o valor disponivel) de cada entidade numa uma dada block chain. Note que
as entidades podem ter valores negativos; de facto isso acontecera para a primeira transacdo que
executarem.

Propriedade QuickCheck 2 O tamanho do ledger é inferior ou igual a duas vezes o tamanho de todas as
transagdes:

proplb = length - ledger < (2%) - length - allTransactions

Propriedade QuickCheck 3 O ledger de uma block chain é igual ao ledger da sua inversa:

proplc = sort - ledger = sort - ledger - reverseChain

3. Defina a fungéo isValidMagicNr :: Blockchain — Bool, utilizando catamorfismos e/ou anamorfis-
mos, que verifica se todos os nimeros magicos numa dada block chain sdo tinicos.

Propriedade QuickCheck 4 A concatenagio de uma block chain com ela mesma nunca é vilida em termos
de niimeros magicos:

propld = — - isValidMagicNr - concChain - (id, id)

Propriedade QuickCheck 5 Se uma block chain é vilida em termos de niimeros mdgicos, entdo a sua
inversa também o é:

prople = isValidMagicNr = isValidMagicNr - reverseChain

Problema 2

Uma estrutura de dados frequentemente utilizada para representacdo e processamento de imagens de
forma eficiente sdo as denominadas quadtrees. Uma quadtree é uma drvore quaterndria em que cada
nodo tem quatro sub-drvores e cada folha representa um valor bi-dimensional.

data QTree a = Cell a Int Int | Block (QTree a) (QTree a) (QTree a) (QTree a)
deriving (Fq, Show)
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Figura 1: Exemplos de representagdes de bitmaps.

Uma imagem monocromética em formato bitmap pode ser representada como uma matriz de bits?,
tal como se exemplifica na Figura 1a.

O anamorfismo bm2qt converte um bitmap em forma matricial na sua codificagdo eficiente em quad-
trees, e 0 catamorfismo ¢t2bm executa a operagdo inversa:

bm2qt :: (Eq a) = Matriz a — QTree a qt2bm :: (Eq a) = QTree a — Matriz a
bm2qt = anaQTree f where qt2bm = cataQTree [f, g] where
f m =if one then i; u else iy (a, (b, (c, d))) f(k,(i,5)) = matrix j i k
where z = (nub - toList) m g (a,(b,(c,d)))=(albd)(cld)

u = (head x, (ncols m, nrows m))
one = (ncols m =1V nrows m =1V length z = 1)
(a, b, c,d) = splitBlocks (nrows m ‘div‘ 2) (ncols m ‘div‘ 2) m

O algoritmo bm2qt particiona recursivamente a imagem em 4 blocos e termina produzindo folhas
para matrizes unitdrias ou quando todos os pixeis de um sub-bloco tém a mesma cor. Para a matriz bm
de exemplo, a quadtree correspondente gt = bm2qt bm é ilustrada na Figura 1b.

Imagens a cores podem ser representadas como matrizes de pixeis segundo o c6digo de cores RGBA,
codificado no tipo PizelRGBAS em que cada pixel é um quédruplo de valores inteiros (red, green, blue, alpha)
contidos entre 0 e 255. Atente em alguns exemplos de cores:

whitePxr = PizelRGBAS 255 255 255 255
blackPx = Pizel RGBAS8 000 255
redPr = PizelRGBAS 255 0 0 255

O médulo BMP, disponibilizado juntamente com o enunciado, fornece fun¢des para processar fi-
cheiros de imagem bitmap como matrizes:

read BMP :: FilePath — 10 (Matriz Pizel RGBAS)
writeBMP :: FilePath — Matriz PizrelRGBAS — 10 ()

Teste, por exemplo, no GHCi, carregar a Figura 2a:
> readBMP "cpl718t_media/person.bmp"
Esta questdo aborda operagdes de processamento de imagens utilizando quadtrees:

1. Defina as funcgoes rotate@QTree :: QTree a — QTree a, scaleQTree :: Int — QTree a — QTree a
e invertQTree :: QTree a — QTree a, como catamorfismos e/ou anamorfismos, que rodam?, re-
dimensionam * e invertem as cores de uma quadtree’, respectivamente. Tente produzir imagens
similares as Figuras 2b, 2c e 2d:

> rotateBMP "cpl718t_media/person.bmp" "person90.bmp"
> scaleBMP 2 "cpl718t_media/person.bmp" "personx2.bmp"
> invertBMP "cpl718t_media/person.bmp" "personinv.bmp"

2Cf. médulo Data.Matriz.

3Segundo um angulo de 90° no sentido dos ponteiros do relégio.

*Multiplicando o seu tamanho pelo valor recebido.

5Um pixel pode ser invertido calculando 255 — ¢ para cada componente ¢ de cor RGB, exceptuando o componente alpha.
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Figura 2: Manipula¢do de uma figura bitmap utilizando quadtrees.



Propriedade QuickCheck 6 Rodar uma quadtree é equivalente a rodar a matriz correspondente:

prop2c = rotateMatriz - qt2bm = qt2bm - rotateQ Tree

Propriedade QuickCheck 7 Redimensionar uma imagem altera o seu tamanho na mesma proporgio:

prop2d (Nat s) = sizeQTree - scaleQTree s = ((s*) X (s%)) - sizeQTree

Propriedade QuickCheck 8 Inverter as cores de uma quadtree preserva a sua estrutura:

prop2e = shapeQTree - invertQTree = shape@Tree

. Defina a funcdo compressQTree :: Int — QTree a — QTree a, utilizando catamorfismos e/ou
anamorfismos, que comprime uma quadtree cortando folhas da drvore para reduzir a sua profun-
didade num dado ntimero de niveis. Tente produzir imagens similares (mas ndo necessariamente
iguais) as Figuras 2e, 2f, 2g e 2h:

> compressBMP 1 "cpl718t_media/person.bmp" "personl.bmp"
> compressBMP 2 "cpl718t_media/person.bmp" "person2.bmp"
> compressBMP 3 "cpl718t_media/person.bmp" "person3.bmp"
> compressBMP 4 "cpl718t_media/person.bmp" "person4d.bmp"

Propriedade QuickCheck 9 A quadtree comprimida tem profundidade igual a da quadtree original me-
nos a taxa de compressio:

prop2f (Nat n) = depthQTree - compressQTree n = (—n) - depth@QTree

. Defina a funcéo outlineQTree :: (a — Bool) — QTree a — Matriz Bool, utilizando catamorfismos
e/ou anamorfismos, que recebe uma fun¢do que determina quais os pixeis de fundo e converte
uma quadtree numa matriz monocromatica, de forma a desenhar o contorno de uma malha poli-
gonal contida na imagem. Tente produzir imagens similares (mas ndo necessariamente iguais) as
Figuras 2i e 2j:

> outlineBMP "cpl718t_media/person.bmp" "personOutl.bmp"
> addOutlineBMP "cpl718t_media/person.bmp" "personOut2.bmp"

Propriedade QuickCheck 10 A matriz de contorno tem dimensdes iquais as da quadtree:

prop2g = sizeQTree = sizeMatriz - outlineQ Tree (<0)

Teste unitario 1 Contorno da quadtree de exemplo qt:

teste2a = outlineQTree (= 0) gt = qtOut

Problema 3

O célculo das combinagdes de n k-a-k,

(Z) D (Z! k)! ©)

envolve trés factoriais. Recorrendo a lei de recursividade multipla do calculo de programas, é possivel
escrever 0 mesmo programa como um simples ciclo-for onde se fazem apenas multiplicagdes e somas.
Para isso, comeca-se por estruturar a definicio dada da forma seguinte,

(Z):hk(n—k)
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Figura 3: Passos de construcdo de uma arvore de Pitdgoras de ordem 3.

onde
kd
hkd="——
gd
(d+ k)
fkd= x
gd=d!

assumindo-se d = n — k > 0. E facil de ver que f k e g se desdobram em 4 fun¢des mutuamente
recursivas, a saber

fk0O=1
fE(d+1)=(d+k+1)xfkd
—_——
lkd
lk0=Fk+1
lk(d+1)=1kd+1
e
g0=1
g(d+1)=(d+1)*g d
——
sd
s0=1

s(d+1)=sd+1

A partir daqui alguém derivou a seguinte implementagéo:

(Z) =hk(n—Fk)wherehkn=1let (a,_,b,_) = forloop (base k) nin a / b

Aplicando a lei da recursividade maltipla para (f k, [ k) e para (g, s) e combinando os resultados com a
lei de banana-split, derive as funcdes base k e loop que sdo usadas como auxiliares acima.

Propriedade QuickCheck 11 Verificagio que ( Z ) coincide com a sua especificagdo (1):

propf)’nk:(Z)En!/(k!*(nfk)!)

Problema 4

Fractais sdo formas geométricas que podem ser construidas recursivamente de acordo com um conjunto
de equagdes matematicas. Um exemplo cldssico de um fractal sdo as drvores de Pitagoras. A construgdo
de uma arvore de Pitdgoras comega com um quadrado, ao qual se unem dois quadrados redimensio-
nados pela escala v/2/2, de forma a que os cantos dos 3 quadrados coincidam e formem um tridngulo
rectdngulo isésceles. Este procedimento é repetido recursivamente de acordo com uma dada ordem,
definida como um ntimero natural (Figura 3).

Uma 4rvore de Pitdgoras pode ser codificada em Haskell como uma full tree contendo quadrados
nos nodos e nas folhas, sendo um quadrado definido simplesmente pelo tamanho do seu lado:
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data FTree a b= Unit b | Comp a (FTree a b) (FTree a b) deriving (Eq, Show)
type PTree = F'Tree Square Square
type Square = Float

1. Defina a funcéo generatePTree :: Int — PTree, como um anamorfismo, que gera uma arvore de
Pitdgoras para uma dada ordem.

Propriedade QuickCheck 12 Uma drvore de Pitdgoras tem profundidade igual i sua ordem:

prop4a (SmallNat n) = (depthF Tree - generatePTree) n = n

Propriedade QuickCheck 13 Uma drvore de Pitigoras estd sempre balanceada:

prop4b (SmallNat n) = (isBalancedFTree - generateP Tree) n

2. Defina a fungdo drawPTree :: PTree — [Picture], utilizando catamorfismos e/ou anamorfismos,
que anima incrementalmente os passos de construgdo de uma arvore de Pitdgoras recorrendo a
biblioteca gloss. Anime a sua solucéo:

> animatePTree 3

Problema 5

Uma das dreas em maior expansdo no campo da informatica é a andlise de dados e machine learning,.
Esta questdo aborda um ménade que ajuda a fazer, de forma simples, as operagdes bésicas dessas técnicas.
Esse ménade é conhecido por bag, saco ou multi-conjunto, permitindo que os elementos de um conjunto
tenham multiplicidades associadas. Por exemplo, seja

data Marble = Red | Pink | Green | Blue | White deriving (Read, Show, Eq, Ord)

um tipo dado.® A lista [ Pink, Green, Red, Blue, Green, Red, Green, Pink, Blue, White] tem elementos re-
petidos. Assumindo que a ordem ndo é importante, essa lista corresponde ao saco

{ Red |-> 2 , Pink |-> 2 , Green |-> 3 , Blue |-> 2 , White |-> 1 }
que habita o tipo genérico dos “bags”:
data Bag a = B [(a, Int)] deriving (Ord)

O moénade que vamos construir sobre este tipo de dados faz a gestdo automatica das multiciplidades.
Por exemplo, seja dada a fungdo que da o peso de cada berlinde em gramas:

marble Weight :: Marble — Int
marble Weight Red =3
marbleWeight Pink = 2
marble Weight Green = 3
marble Weight Blue = 6
marble Weight White = 2

Entdo, se quisermos saber quantos berlindes temos, de cada peso, ndo teremos que fazer contas: basta
calcular

marble Weights = fmap marble Weight bagOfMarbles

onde bagOfMarbles é o saco de berlindes referido acima, obtendo-se:

{21|-—>3, 3 |->5, 6 |-> 2 }.

6“Marble”traduz para “berlinde”em portugués.
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Figura 4: Distribuicdo de berlindes num saco.

Mais ainda, se quisermos saber o total de berlindes em bagOfMarbles basta calcular fmap (!) bagOfMarbles
obtendo-se { () |-> 10 };istoé, osaco tem 10 berlindes no total.

Finalmente, se quisermos saber a probabilidade da cor de um berlinde que tiremos do saco, basta
converter o referido saco numa distribui¢do correndo:

marblesDist = dist bagOfMarbles

obtendo-se a distribuigdo (gragas ao médulo Probability):

Green 30.0%
Red 20.0%
Pink 20.0%
Blue 20.0%
White 10.0%
cf. Figura 4.

Partindo da seguinte declaragdo de Bag como um functor e como um ménade,

instance Functor Bag where
fmap f = B-map (f x id) - unB
instance Monad Bag where

z>=f = (u-fmap f) z where
return = singletonbag

1. Defina a fun¢do p (multiplicagdo do ménade Bag) e a fungdo auxiliar singletonbag.

2. Verifique-as com os seguintes testes unitarios:
Teste unitario 2 Lei y - return = id:

testba = bagOfMarbles = p (return bagOfMarbles)

Teste unitario 3 Lei p- = p - fmap p:

testsb = (- p) b3 = (- fmap p) b3
onde b3 é um saco dado em anexo.
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Anexos

A Mbénade para probabilidades e estatistica

Moénades sdo functores com propriedades adicionais que nos permitem obter efeitos especiais em pro-
gramacao. Por exemplo, a biblioteca Probability oferece um ménade para abordar problemas de proba-
bilidades. Nesta biblioteca, o conceito de distribuigdo estatistica é captado pelo tipo

newtype Dist a = D {unD : [(a, ProbRep)]} )

em que ProbRep é um real de 0 a 1, equivalente a uma escala de 0 a 100/.

Cada par (a,p) numa distribuigdo d :: Dist a indica que a probabilidade de a é p, devendo ser
garantida a propriedade de que todas as probabilidades de d somam 100/. Por exemplo, a seguinte
distribuicdo de classificacdes por escaldes de A a E,

A =2%

C 29%

D 35%
E 22%

serd representada pela distribuicdo

d1 :: Dist Char
d1 =D [("a",0.02),("B",0.12),(" C’,0.29), (" D’,0.35), ("E",0.22)]

que o GHCi mostrard assim:

"D’  35.0%
rcr 29.0%
"E" 22.0%
"B’ 12.0%
A’ 2.0%

Este ménade é adequado a resolugdo de problemas de probabilidades e estatistica usando programacao
funcional, de forma elegante e como caso particular de programacdo monddica.

B Defini¢des auxiliares
FungGes para mostrar bags:

instance (Show a, Ord a, Eq a) = Show (Bag a) where
show = showbag - consol - unB where
showbag = concat -
(+7 1])(m)-
(intersperse ™ , ") -
sort -
(map f) where f (a,b) = (show a) #+ " |-> "+ (show b)
unB (B z)=1

Igualdade de bags:
instance (Eq a) = Fq (Bag a) where
b=0b" = (unB b) ‘lequal’ (unB b’)
where lequal a b = isempty (a © b)

ominus a b= a -+ neg b
neg x = [(k, —i) | (k, i) < ]

Ainda sobre o ménade Bayg:

10
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instance Applicative Bag where
pure = return
(< *>)=aap

O exemplo do texto:
bagOfMarbles = B [(Pink,2), (Green,3), (Red, 2), (Blue, 2), ( White, 1)]
Um valor para teste (bags de bags de bags):

b3 :: Bag (Bag (Bag Marble))
b3 = B [(B [(B [(Pink,2), (Green,3), (Red,2), (Blue, 2), ( White, 1)], 5)
, (B [(Pink,1), (Green,2), (Red, 1), (Blue,1)],2)],2)]

Outras fungdes auxiliares:

a—b={(a,b)

consol :: (Eq b) = [(b, Int)] — [(b, Int)]

consol = filter nzero - map (id x sum) - col where nzero (_,z) =2z #0
isempty :: Eq a = [(a, Int)] — Bool

isempty = all (=0) - map s - consol

col . =nub [k [d | (K,d) z, kK =k]| (k,d) + z]

consolidate :: Eq a = Bag a — Bag a

consolidate = B - consol - unB

C Solugoes dos alunos

Os alunos devem colocar neste anexo as suas solugdes aos exercicios propostos, de acordo com o “layout”
que se fornece. Nao podem ser alterados os nomes ou tipos das fung¢des dadas, mas pode ser adicionado
texto e / ou outras fungdes auxiliares que sejam necessarias.

Problema 1

mBlockchain = L
outBlockchain = L
recBlockchain = L
cataBlockchain = L
anaBlockchain = L
hyloBlockchain = 1
allTransactions = L
ledger = |
isValidMagicNr = L

Problema 2
mQTree = L
out@QTree = L
baseQTree = L
recQTree = 1
cataQTree = L
anaQTree = L

hyloQTree = L
instance Functor (QTree where
fmap = L
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rotateQTree = |
scaleQTree = L
invertQTree = L
compress@QTree = L
outlineQTree = L

Problema 3
base = L
loop = L
Problema 4
nFTree = L
outF'Tree = L
baseFTree = 1
recFTree = L
cataFTree = L
anaF Tree = L

hyloFTree = |

instance Bifunctor FTree where
bimap = L

generatePTree = 1

drawPTree = |

Problema 5

singletonbag = L
p=_1
dist = L

D Como exprimir cdlculos e diagramas em LaTeX/lhs2tex

Estudar o texto fonte deste trabalho para obter o efeito:’

id = (f, g)

{ universal property }

{ﬂ'l'id:f

o - id = g

{ identity }
1 :f
T2 =4

Os diagramas podem ser produzidos recorrendo a package IXIgX xymatrix, por exemplo:

O

No<—" 14N,

(Igl)l iz‘dﬂlg)

B<g—1—|—B

"Exemplos tirados de [2].
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