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1. Considere a fungdo in = [0 , succ] que exprime a forma como os niimeros naturais sdo gerados a
partir do ndmero 0, de acordo com o diagrama seguinte,

1 — 0 14 Nyg<2— N, (F1)

onde succ n = n + 1. Sabendo que o tipo 1 coincide com o tipo () em Haskell e é habitado por um
tinico elemento, também designado por (), calcule a inversa de in,

OUtOZil ()
out (n+1)=1isn

resolvendo em ordem a out a equag@o out - in = id e introduzindo varidveis. (NB: poderd deste
célculo inferir que in e out sdo isomorfismos? Justifique.)

2. Os diagramas seguintes representam as propriedades universais que definem o combinador cata-
morfismo para dois tipos de dados — niimeros naturais Ny a esquerda e listas finitas A* a direita:

Np <—"—— 1+ N A 14 Ax A
(Ing iidﬂg) (gl)l lidﬂ‘dx(gl)
B<g71+B B%I—FAXB

in = [zero , succ] in = [nil , cons]

zero =0 nil - =]

succn=n-+1 cons (a,z) =a:x
k=(g) = k-in=g-(id+k) k=(g) = k-in=g-(id+id x k)

for bi = ([, b]) foldr f u = ([u,f])

onde f abrevia uncurry f.

(a) Mostre, usando a propriedade universal dada em cima, a esquerda, que o catamorfismo de
naturais (a+) = for succ a = (|[a , succ]|) se converte na defini¢io'

IRepare que esta fungfio mais nio faz do que usar duas propriedades da adi¢io de niimeros — quais?



a+0=a
a+(n+1)=1+4(a+n)

(b) Considere agora a operacdo a © n de subtraccio entre um inteiro ¢ € um nimero natural n:
ac0=a
ao(n+l)=(acn)—1
Encontre k e g tal que (a©) = ([k , g]). Sugestao: apoie a sua resolu¢do num diagrama.

(¢) Use a propriedade universal da esquerda para demonstrar a lei de reflexdo for succ 0 =id e a
propriedade for succ 1 = succ.

(d) Usando agora a propriedade universal da direita, mostre que ([nil , cons]|) = id.
(e) Mostre que as fungdes
f=foridi

g="forii
sa0 a mesma funcdo. (Qual?)

3. Identifique como catamorfismos de listas as funcdes seguintes, indicando o gene g para cada caso:>

(a) k é a funcdo que multiplica todos os elementos de uma lista
(b) k = reverse
(¢) k éafuncdo map f, paraumdado f: A — B
(d) k € a fungdo que calcula 0 méximo de uma lista de nimeros naturais (Ng*).
(e) k = filter p onde
filter p [] =]

filter p (h:t) = z +Hfilter p ¢
where z = if (p h) then [h] else []

4. Podera a defini¢do da funcido factorial

fac0=1
fac(n+1)=(n+1)*facn
ser vista directamente como um catamorfismo de nimeros naturais (i.e. ciclo-for)? Justifique.
5. A fungdo k = for f i pode ser codificada em sintaxe C escrevendo

int k(int n) {
int r=i;
int Jj;
for (3=1;j<n+1l;j++) {r=£f(r);}

return r;

i
Escreva em C as fungdes (a+) da alinea 2a acima, e f e ¢ da alinea 2e acima.

6. Sejam dadas, em geral, duas fungdes f e g satisfazendo a propriedade

fy=z = y=gz (F2)
Mostre que f e g sdo inversas uma da outra — isto é, que as igualdades
id=g-f
f-g=1d

se verificam — e que, portanto, sio ambas isomorfismos.

2 Apoie a sua resolu¢io com diagramas.



