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1. Seja dada uma função O da qual só sabe duas propriedades: O · i1 = id e O · i2 = id. Mostre que,
necessariamente, O satisfaz também a propriedade natural f · O = O · (f + f ).

2. Faça a inferência do tipo polimórfico principal (isto é, mais geral) da função 〈π1 + π1, [π2 , π2]〉
através de um diagrama e deduza daı́ a respectiva propriedade natural.

3. Calcule analiticamente a propriedade natural da função twist = swap · (id × swap) recorrendo
explicitamente às propriedades naturais de id e de swap.

4. Os diagramas seguintes representam as propriedades universais que definem o combinador catamor-
fismo para dois tipos de dados — números naturais N0 à esquerda e listas finitas [A] à direita:

N0

(|g|)
��

1 + N0

id+(|g|)
��

inoo

B 1 + Bg
oo

in = [zero , succ]
zero = 0

succ n = n + 1

k = (|g |) ≡ k · in = g · (id + k)

for b i = (|[i , b]|)

[A]

(|g|)
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1 + A × [A]

id+id×(|g|)
��
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B 1 + A × Bg
oo

in = [nil , cons]
nil = [ ]

cons (a, x ) = a : x

k = (|g |) ≡ k · in = g · (id + id × k)

foldr f u = (|[u , f̂ ]|)

onde f̂ abrevia uncurryf .

(a) Use a propriedade universal da esquerda para demonstrar a lei de reflexão for succ 0 = id e
propriedade: for succ 1 = succ.

(b) Usando agora a propriedade universal da direita, mostre que (|[nil , cons]|) = id.

(c) Mostre que as funções

f = for id i

e

g = for (i) i

são a mesma função. (Qual?)

(d) Identifique como catamorfismos de listas as funções seguintes, indicando o gene g para cada
caso:
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• f é a função que multiplica todos os elementos de uma lista
• f = reverse
• f é a função que implementa o algoritmo de ordenação de listas por inserção (’insertion

sort’).
• A função f = filter p tal que

filter p [ ] = [ ]
filter p (h : t) = x ++ filter p t where

x = if (p h) then [h ] else [ ]

5. Poderá a função que calcula o valor máximo de uma lista de inteiros ser escrita da forma (|g |), para
um dado g a definir?

6. Mostre que (|[i , π2]|) = i . Qual das duas propriedades universais acima usou no seu raciocı́nio?

7. Mostre que

map :: (a → b) → [a ] → [b ]
map f [ ] = [ ]
map f (h : t) = (f h) : map f t

se reduz à equação

(map f ) · in = in · (id + f × id) · (id + id × (map f ))

e que, portanto, map f = (|in · (id + f × id)|).

8. A função k = for f i pode ser codificada em sintaxe C escrevendo

int k(int n) {
int r=i;
int x;
for (x=1;x<n+1;x++) {r=f(r);}
return r;

};

Escreva em C as funções f e g da alı́nea 4c acima, bem como aquela que decorre da lei de reflexão
da alı́nea 4a.

9. Considere a função, em Haskell

g (Leaf a) = Leaf (succ a)
g (Fork (x , y)) = Fork (g x , g y)

definida sobre uma instância do tipo de dados

data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a, LTree a)

do qual se infere a existência da função

inLTree = [Leaf ,Fork]

É possı́vel mostrar que g satisfaz a equação

g · inLTree = inLTree · k · (id + g × g)

para uma dada função k . Calcule k .
Sugestão: retire as variáveis a , x e y à definição dada, converta-a numa igualdade pointfree e com-
pare o resultado como a equação acima.
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