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Este miniteste consta de 6 questoes que valem, cada uma, 2 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 15 min.

PROVA SEM CONSULTA (90m)

Questao 1 Infira o tipo genérico da fungdo
COXr = [il +id , iy - 12] (ED)

e, a partir dele, a sua propriedade natural (“gratis”’) usando um diagrama. Confirme essa propriedade fazendo a re-
spectiva demonstracdo analitica.

RESOLUCAO: A resolugdo que se propde pode ser acompanhada de diagramas:
e Lado esquerdo de coxr:

— Sejam assumidos os tipos genéricos elementares i1 : A — A+ Beid: C — C
— Ter-se-d entdo (iy +id): (A+ C) — ((A+ B)+ C
e Lado direito de coxr:
— Sejam assumidos os tipos genéricos elementares i1 : D — D+ Eeig:JJ — K+ J
— Ter-se-d entdo (iy - i2):JJ = (K +J)+ E
e Finalmente, a alternativa forga a unificacio dos respectivos tipos de saida: A = K, B = J, C' = E, obtendo-se:

liv +id iy -i9]: (A+ C)+B— (A+B)+ C

Propriedade natural:

(A+B)+C <~ (A+C)+B
(f+g)+hJ/ i(f+h)+g
(A+B)+C' <~ (A +C)+ B
Demonstracao analitica:
((f +9) + h) - coxr = coxr- ((f + h) + g)
= { (E1) duas vezes }
((f+g)+h)[ir+id iy -iz] = [ix +id iy - i) - ((f + h) + 9)
{0y, 21), 25), (1) }
[((f+9)-i) +h, (f+9)+h)-iv-ig] = [(ix-f) + D yir-iz-g]



{ (23) duas vezes }

[ f)+hyin- (f+g)-do] = [(ix - f) + h,ix iz g]
{aent

i (f+g) ia=i1-i2-g
{ e}

i1 -dg-g=11-9p-¢

{ toda a fungdo € igual a ela prépria }

true

Questao 2 Demonstre a lei do condicional
p=(g—cd,c = (p=4q —cd
sabendo que
(r=a9? = p—qlix

€ uma propriedade da implicacdo de predicados.

RESOLUCAO: Ter-se-4, pegando no lado direito da igualdade a provar:

(p=4q)—cd

{ (54) seguida de (E2) }
[C7d] : (p - q?yjl)
= { fusdo (55) }

p— ([C ’ d} : (]?), ([C ) d} : Zl)
{ (54) ao mesmo tempo que (18) }

p—(qg—cd),c

(E2)

Questao 3 Sabendo que uma dada funcdo xr satisfaz a propriedade

xt - ((f, ), h) = (£, D), 9)

para todo o f, g e h, derive a partir de (E3) a defini¢do de xr:

xr = (m X id, wy - m1)

(E3)

(E4)



RESOLUCAO: (E3)reduz-se a (E4) se ((f, g), h) = id, pois xr - id = xr. O objectivo é entdo resolver id = ((f, g), h)

emordema f, ge h:
id = ((f,9),h)
{©}

{ 7T12d2<f7g>
7T2-id:h

{©}

7F1'7T1:f
T2 T = ¢

7T2:h

Logo ((my - 71, g - m1), m2) = id. Substituindo em (E3) ter-se-4:

Xr - <<7T1 '7T177T2'7T1>,7T2> = <<7T1 '7T1,7T2>,7Tz'7r1>

{ como se viu acima; 72 = id - 72 }
xr = ((my -7, id - wa), Mo - T1)
= {an}
xr = (my X id, 7o - m1)

como queriamos deduzir. O

Questao 4 Considere o isomorfismo de exponenciais

unpair
— T
(B x C)* = BA x CcA

onde

pair (f,g) = (f. 9)
unpair k = (my - k, 7o - k)

Mostre que pair - unpair = id e que unpair - pair = id.

RESOLUCAO: Demonstragio de pair - unpair = id:

pair - unpair = id

{ (71), para qualquer k }
(pair - unpair) k = id k
= {2:03 }
pair (unpair k) = k

{ def unpair dada no enunciado }
pair (m1 - k,mo - k) =k
= { def pair dada no enunciado }

<7T1']€,7T2'k>:k

(E5)



{© }

7T1'k:7'['1~]€
7T2'k:7'('2'k

{ qualquer fungdo € igual a si propria }

true
O

Demonstrag¢@o de unpair - pair = id (abreviando os passos que sao semelhantes ao que ja se fez):

unpair - pair = id

{ tal como acima }

unpair (pair (f,g)) = (f. 9)

{ defini¢des de pair e unpair dadas no enunciado }
(m1-(f,9),m2-(f,9) = (f,9)

{}
(f.9)=1(f.9)

{ qualquer fungdo € igual a si propria }

true

Questdo 5 Considere a fungdo (ax) = for (a+) 0, isto é, (a*) é o catamorfismo

(ax) = ([0, (a+)]) (E6)

sobre os naturais, isto é, tal que in = [0 ,succ] e F X = 1 + X. Definindo

f=(a+)- (ax) (E7)
mostre que f pode ser re-definida directamente sob a forma:
f=(la,(at)]) (E8)

RESOLUCAO: Ter-se-a:
f={(la,(a+)])
{ (E7) e (E6) }
(a+) - ([0, (a+)]) = ([a, (a+)])
= { fusio-cata (40),cf. Ff =id+ f }
(a+)-10,(at)] = [a, (a+)] - (id + (a+))
{ (20) no lado esquerdo e (21) no lado direito }

[(a+)-0,(at) - (a+)] = [a, (a+) - (a+)]
= {en}
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{ axioma da adigdo: a +0 =a }

true

Questao 6 Sendo dada a fungao seguinte,

escrita em Haskell:
e Mostre que

fa = ([one,mul-((exp a) x id)]) (E9)

onde
one=1
mul (z,y) =z Xy
exp a x = x%

e o catamorfismo (E9) é de listas, isto é, tem padrao de recursividade F f = id + id x f.

e Definindo
prod = (|[one , mul])) (E10)
aplique a propriedade de fusdo-cata na demonstracdo da igualdade
fa = (expa)-prod (E11)

NB: ndo ignore propriedades elementares da aritmética que lhe possam ser uteis.

RESOLUCAO: Desenvolvendo (E9):

£ a = (fone,mul - ((eap a) x id)])
{ 6D}

(f a)-in=[one,mul - ((exp a) x id)] - (id+ id x (f a))
{ in = [nil , cons] (listas) ; (21), (14), (1) }

(f a) - [nil ,cons] = [one ,mul - ((ezp a) x (f a))]
{ eo.@n }



(f a) - nil = one
(f a)-cons = mul - ((exp a) x (f a))

{ @:;aD;(72) }

{
{fa[]zl
{

a (cons (z,t)) = mul ((exp a) x (f a)) (=, )
{ cons (z,t)=xz:¢t;(77) }

Demonstragao de (E11):

f a=(exp a) - prod
{ definigdes (E10) e (E11) }

([one ,mul - ((exp a) x id)])) = (exp a) - ([one , mul]]

< { fusdo-cata (40), cf. Ff =id +id x f }

(exp a) - [one ,mul] = [one ,mul - ((exp a) X id)] - (id + id X (exp a))
{ o, en,an,m}

[(exp a) - one, (exp a) - mul] = [one ,mul - ((exp a) x (exp a))]

= {en}

{ (exp a) - one = one
(exp a) - mul = mul - ((ezp a) x (ezp a))

{ (4); a' = 1 é uma lei da exponenciagdo de nimeros ; (71); (72) }
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{ pois (b x ¢)® = b® x c* é uma lei da exponenciagdo de nimeros }

true




