
Uma Introdu�~ao ao Re�namento de DadosJ.N. Oliveira5 de Maio de 2004
Proesso de Desenvolvimento de software de MF� Espei�a�~ao Formal | \o que" o sistema de softwarepretendido deve fazer� Implementa�~ao | �odigo-m�aquina produzido instruindo ohardware sobre \omo" fazê-loEm geral, h�a mais do que uma maneira de uma dada m�aquinaonretizar \o que" o espei�ador tinha em mente:� A rela�~ao entre espei�a�~oes e implementa�~oes �e de umapara muitas� As espei�a�~oes s~ao mais abstratas do que asimplementa�~oes.Reordemos. . .N�uleo ker R def= RÆ �RImagem (o seu dual) img R def= ker (RÆ)Taxonomia Reexiva Co-reexivaker R inteira R injetiva Rimg R sobrejetiva R simples R
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Reordemos. . . rela�~aoinjetiva inteira simples sobrejetivarepresenta�~ao fun�~ao abstra�~aoinje�~ao sobreje�~aobije�~ao(isomor�smo)Re�namento de DadosPrin��pio da abstra�~ao de dados: A �e uma abstra�~ao de Bquando� Existir uma abstra�~ao sobrejetiva A BF :img F = id (1)F �e, portanto, simples mas possivelmente parial.� Qualquer sub-rela�~ao inteira, R, de F Æ diz-se umarepresenta�~ao de F . Assim, R � F Æ.Rela�~oes de Representa�~ao� Logo, R �e injetiva, uma vez que ker R � ker F Æ eker F Æ = img F = id.� Deste modo, dois valores abstratos diferentes a; a0 2 A nunas~ao onfundidos no proesso de representa�~ao.� Resumindo, ker R = id porque id � ker R � id (R �e inteira).� Segue-se que R �e uma inversa �a direita de F , i.e.F �R = id (2)Prova-se isto por inlus~ao irularF �R � id � F � Rno pr�oximo diapositivo.
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Invertibilidade �a Direitatrue� f assume-se R � F Æ gR � F Æ ^R � F Æ) f (F �) e (RÆ�) s~ao mon�otonos gF �R � F � F Æ ^RÆ �R � RÆ � F Æ� f img F = id, ker R = id e onversos gF �R � id ^ id � F �R� f inlus~ao irulargF �R = idInequa�~oes de Re�namento
A � BRF tais que F �R = idAEsta inequa�~ao admite v�arias interpreta�~oes informais:- A �e \menor" que B- B pode \representar" A- B �e \abstra��do" por A- A �e \implementado" por B- B �e um re�namento de A (\re�na" A)
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Equa�~oes de Re�namentoIsomorfismos : A ~= Brf tais que r = fÆr = fÆ� f adiionando vari�aveisgb ra � bfÆa� f fun�~oes e onversosgb = r a � f b = aExemploRepresentando onjuntos �nitos atrav�es de listas �nitas:F = elems [1; 2℄f1; 2g [2; 1℄[1; 2; 1℄Das v�arias R � F Æ, podemos esolher a seguinte:
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Representa�~ao RelaionalListifia : set of nat -> seq of natListifia(s) ==if s = {} then [℄else let e in set sin [e℄ ^ Listifia(s \ {e});Intuitivamente, rng Listifia = [[semRepetidos℄℄ondesemRepetidos(s) == ard elems s = len sRepresenta�~ao Funionallistifia : set of nat -> seq of natlistifia(s) ==if s = {} then [℄else let e = minset(s)in [e℄ ^ listifia(s \ {e});Intuitivamente,rng listifia = [[EstaOrdenado℄℄ � [[semRepetidos℄℄Invariantes Conretos� Sempre queA � BRF tais que R � F Æ e rng R = [[�℄℄dizemos que � �e o invariante onreto induzido por R.� Caso R seja uma fun�~ao, e porque �e sempre injetiva, temosA ~= B�onde B� denota o subonjunto de B que satisfaz o invarianteonreto �. 6



Exemplo de abstra�~ao parialTodo o elemento do tipo de dados A pode ser representado por um\apontador": A � A+ 1i1iÆ1� A simpliidade da abstra�~ao �e assegurada por um fatoonheido: o onverso duma rela�~ao injetiva �e simples.� Invariante onreto: � = [true; false℄Outra abstra�~ao parialCorrespondênias (mappings) �nitas s~ao rela�~oes �nitas (simples):map A toB � set of (A � B)mkrmkf = mkrÆVdm-sl:mkr : map A to B -> set of (A * B)mkr(f) == { mk_(a,f(a)) | a in set dom f };mkf : set of (A * B) -> map A to Bmkf(r) == { p.#1 |-> p.#2 | p in set r }pre isSimple(r);(Adivinhe o invariante onreto.)Uma abstra�~ao iso fundamental
A * B ~= (B + 1)Atotuntot (3)em que, para os tipos A, B e JustB::value:B,tot: map A to B -> A -> [JustB℄tot(sigma)(a) ==if a in set dom(sigma) then mk_JustB(sigma(a)) else nil;untot: (A -> [JustB℄) -> map A to Buntot(f) == { a |-> b | a: A, b: B & f(a) = mk_JustB(b) };
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untot = (iÆ1�) \pointfree"Veri�ado a seguir:untot f = iÆ1 � f� f rela�~oes omo onjuntos por ompreens~aoguntot f = f(b; a) j a 2 A; b 2 B : b(iÆ1 � f)ag� f usando a regra b(fÆ � R � g)a � (f b)R(g a) guntot f = f(b; a) j a 2 A; b 2 B : i1 b = f ag� f nota�~ao Vdm-slguntot f = {a|->b|a:A,b:B & f(a)=mk_JustB(b)}Consequênia de tot=untot:
A1 ~= Aestende a fun�~oes pariais:1 * A ~= A+ 1fÆf (adivinhe f e fÆ).Ou seja, a orrespondênia \singular" �e uma estrutura de\apontador" disfar�ada.Propriedades de �:Reexividade A � Aidid f. id � id = idTransitividadeA � BRF ^ B � CSG ) A � CS � RF �G8



Prova da transitividade� Composi�~ao preserva simpliidade e sobrejetividade:img (F �G) = id� f expandindo e onversosgF � (img G) � F Æ = id� f G �e simples e sobrejetivagimg F = id� f F �e simples e sobrejetivagid = id� Veri�a-se S �R � (F �G)Æ por monotonia.Re�namento Estruturado
A � BRF ) FA � FBFRFFonde F �e um relaionador (funtor) arbitr�ario:(F F ) � (FR)= f os funtores omutam om a omposi�~aogF (F � R)= f R �e inversa �a direita de FgF id= f os funtores omutam om idgidportanto FR �e invera �a direita de F f . Evidentemente, este resultado estende-se a bi-funtores.
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Re�nando onjuntos �nitos (I)
PA ~= A * 1C�alulo: A * 1~= f tot �e representa�~ao g(1 + 1)A~= f b�asiog2A~= f 2A �e isomorfo a PA gPARe�nando onjuntos �nitos (Ia)

set ofA ~= map A to Nilset2fmdomVdm-slset2fm : set of A -> map A to Nilset2fm(s) == { a |-> nil | a in set s };Pointfree set2fm def= (!�)
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Invertibilidade �a DireitaC�alulo: dom � set2fm = id� f gdom (set2fm s) = s� f gdom (! � s) = s� f ! �e uma fun�~ao, dom (f � R) = domRgdom s = s� f s �e o-reexivags = sRe�nando onjuntos �nitos (II)Lista (f. exemplo atr�as):set ofA � seqofAelems�Indie A: setofA � map nat toArngRe�nando onjuntos �nitos (III)Classi�ar A por B (B � fg):setofA � map A toBdomQuanti�ar A (\multisets"):setofA � map A to natdom 11



Re�nando orrespondênias (I)JustB::value:B;JustC::value:C;BorC = JustB | JustC ;map (BorC) toA ~= (map B toA)� (map C toA)peitherpeither: (map B to A) * (map C to A) -> map BorC to Apeither(m,n) == { mk_JustB(b) |-> m(b) | b in set dom m} munion{ mk_JustC() |-> n() |  in set dom n};NB: uma regra de representa�~ao \1FN"Re�nando orrespondênias (Ia)
(B + C) * A ~= (B * A)� (C * A)unpeitherpeitheronde peither(�; �) = [�; � ℄onde [R;S℄ = (R � iÆ1) [ (S � iÆ2), i.e.peither = [ � ((�iÆ1)� (�iÆ2))
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Bi-funtor orrespondênia� Notem-se os (�iÆ1)s, (i1�)s, et.� Em geral, para f injetiva e qualquer g, de�ne-se obi-funtor f * g def= (g�) � (�fÆ)ou seja, (f * g)� = g � � � fÆ� Assim, pod��amos ter esrito p.e.peither = [ � ((i1 * id)� (i2 * id))Re�nando orrespondênias (II)
A * (B + C) � (A * B)� (A * C)unojoinojoinonde ojoin = [ � ((i1�)� (i2�))NB: ojoin �e parial uma vez que a uni~ao de duas fun�~oespariais nem sempre �e uma fun�~ao parial.Re�nando orrespondênias (IIa)Note-se a fun�~ao de representa�~ao:unojoin : map A to BorC -> (map A to B) * (map A to C)unojoin(f) ==mk_( { a |-> f(a).value| a in set dom f & is_JustB(f(a)) },{ a |-> f(a).value| a in set dom f & is_JustC(f(a)) });
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Re�nando orrespondênias (III)
map A toB � C � (map A toB)� (map A toC)1onde (esrevendo join em vez de 1)join :(map A to B) * (map A to C) -> map A to (B * C)join(m,n) == { a |-> mk_(m(a),n(a))| a in set dom m inter dom n };Correspondênias (IIIa)

A* B � C � (A* B)� (A * C)unjoin1onde � 1 � def= h�; �ionde hR; Si def= (�Æ1 �R) \ (�Æ2 � S). Uma inversa �a direita de join �eunjoin def= hid * �1; id * �2iCorrespondênias (IV)Como estender BC�A ~= (BA)Curryunurrya fun�~oes pariais? Caso B := B + 1(B + 1)C�A ~= ((B + 1)A)C� f i.e. g(C �A) * B ~= (A * B)C14



Correspondênias (IVa)Em geral:(C �A) * B � C * (A * B)purryunpurryunpurry : map C to (map A to B) -> map (C * A) to Bunpurry(f) ==merge { let g=f(a)in { mk_(a,b) |-> g(b) | b in set dom g }| a in set dom f };
Correspondênias (IVb)purry : map (C * A) to B -> map C to (map A to B)purry(f) ==let y = { x.#1 | x in set dom f }in { a |-> { p.#2 |-> f(p)| p in set dom f & p.#1=a }| a in set y };
Transpondo rela�~oesSeja B := 2 no isomor�smo urry=unurry obtendo-seP(A� C) ~= (PA)C��Æonde f = �R � R = 2 �f (4)sendo A PA2 a rela�~ao de perten�a.
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Transpondo rela�~oes �nitas
set of (C �A) � map C to setofAolletdisolletollet : set of (C * A) -> map C to set of Aollet(r) == {  |-> { q.#2 | q in set r & =q.#1 }|  in set { p.#1 | p in set r } };disollet : map C to set of A -> set of (C * A)disollet(f) == dunion { { mk_(,a) | a in set f() }|  in set dom f };

Correspondênias (V)Por �m, embora importanteA * D � (B * C) � (A * D)� ((A�B) * C)unnjoin1n (5)onde 1n def= 1 �h�1; y � ((id * ;)� purry)i (6)e unnjoin def= (id� unpurry) � unjoin
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ReursividadeComo re�nar modelos reursivos do Vdm-sl tais omo p.e.SF :: D: map Id to Nodo; -- SF signifia sistema de fiheirosNodo = Fiheiro | SF; -- um Nodo pode ser um fiheiro-- ou uma pastaId = seq of har; -- identifiador dum NodoFiheiro :: F: seq of token -- fiheiros sequeniaisou seja, FS = �F para FX = Id * (File+X):�F ~= Id * (File+ �F)outinReursividadeou. . .ArvDe :: questao: OQueresposta: map Resposta to ArvDeOQue = seq of har;Resposta = seq of har;ou seja, ArvDe = �F emArvDe ~= OQue� (Resposta * ArvDe)onde FX = OQue� (Resposta * X)\Remo�~ao" de Reurs~aoDado �F ~= F�Foutintemos �F � (K * FK)�KF (7)para K dom��nio de \apontadores" tais que K ~= IN .
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Fun�~ao de Abstra�~ao� O papel prinipal na representa�~ao �e desempenhado por umao-�algebra-F (parial) FK K� , assumida omo umsegmento (�nito) de \mem�oria linear", uma \heap" ou uma\base de dados".� F (a transposta da abstra�~ao F ) �e do tipo(K * FK) �! K �! �F e pode-se onstruir o hilomor�smo�F KF�F(�F)in FKF(F�) � F� = in � F(F�) � �
Parialidade da implementa�~aoF (�; k) = (F�)k ser�a inde�nida quando� k 62 dom �� � n~ao �e \fehado" sobre si (ver em baixo)� � n~ao �e bem-fundado (ver em baixo)Temos assim, o invariante onreto�(�; k) def= k 2 dom � ^ (losed �) ^ (wellf �)De modo a de�nir losed � e wellf �, preisamos da rela�~ao deaessibilidade de �, �� (pr�oximo diapositivo).
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Aessibilidade e perten�aRela�~ao de aessibilidade para �:K K����def= 2F � �onde K FK2F estende K PK2 indutivamente sobrefuntores polinomiais, omo se segue:2P def= 22C def= ?2�X:X def= id2F�G def= (2F ��1) [ (2G ��2)2F+G def= [2F;2G℄ExemploSeja FX = 1 +A�X. Ent~ao,21+A�X= f 2 para o bi-funtor do o-produto g[21;2A�X ℄= f 2 para bi-funtores onstantes e de produto g[?; (2A ��1) [ (2�X:X ��2)℄= f 2 para o funtor identidade e onstanteg[?; (? � �1) [ (id � �2)℄= f ? e [R; S℄ = (R � iÆ1) [ (S � iÆ2) g�2 � iÆ2
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Exemplo (\pointfree")k 21+A�X x� f �alulo aima gk(�2 � iÆ2)x� f omposi�~ao relaional gk(�2)(a; k0) ^ x = i2(a; k0)� f trivial gx = i2(a; k0) ^ k = k0� f trivial gx = i2(a; k)(Exemplo de) AessibilidadeAessibilidade dum apontador no aso duma heap \linear"(1 +A�K) K� :k1 �� k2 � k2 2 dom � ^ (� k2) = i2(a; k1)Desenhando: � = K A Kk1 ::: k0k2 a k1::: ::: k1 �� k2k0 �� k1
Feho e Boa-forma�~aoSeja �+� denotando o feho transitivo de ��. Ent~ao,� � fehado = rng �+�� dom� i.e., todos os k aess��veisest~ao de�nidos.� � bem� fundado = (�+� ) \ id = ?, i.e., �+� �e irreexiva(sem ilos)
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O.O. Implementa�~ao de DadosUML: lass aattribA : Alass battribB : B lass attribC : CModelo formal: K * Estrutura ondeEstrutura = A+A�B +A� C~= A� (1 +B + C)K * (A+A�B)Heran�a m�ultipla lass aattribA : Alass battribB : B lass attribC : Class dattribD : DK * A� (1 +B + C +B � C �D)
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Exemploestudantenome : String ativourso: Stringengenhariaestudo : String plano espeialequivalenias : Eengenharia & espeialK * A � (1 + B + C + B � C)
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