
Uma Introdu�~ao ao Re�namento deAlgoritmosJ.N. Oliveira26 de Maio de 2004
Re�namento impl��ito/expl��itoDada uma espei�a�~ao impl��ita em Vdm-slS(a:A) r:Bpre ...post ...diz-se que a fun�~ao B Af satisfaz, re�na, ou implementaS, esrevendo-se S ` fse e s�o se, para todo a,8a 2 A: pre-S a) post-S(f a; a)Em nota�~ao sem vari�aveisa 2 dom S) (f a)Sa� f regra (f b)Ra � b(fÆ �R)a gdomS � fÆ � S� f shunting gf � domS � SResumo: a espei�a�~ao expl��ita (= implementa�~ao ) f �e portantomais de�nida e mais determin��stia que a espei�a�~ao impl��ita S:S ` f � f � dom S � S (1)
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ExemploReordarIsPermutation: seq of int * seq of int -> boolIsPermutation(l1,l2) ==forall e in set (elems l1 union elems l2) &ard {i | i in set inds l1 & l1(i) = e} =ard {i | i in set inds l2 & l2(i) = e};Queremos enontrar f tal queIsPermutation ` fReorde que IsPermutation = ker seq2bag, onde, em Vdm-sl. . .Aera de seq2bagseq2bag(s) ==ases s:[℄ -> {|->}others -> { hd s |-> 1 } bunion seq2bag(tl s)end;Assim, seq2bag = (jgj) parag = [f7!g;� � (singb� id)℄onde singb a = fa 7! 1g e � denota a uni~ao de \bags" (NB:bunion n~ao �e Vdm-slstandard: experimente de�ni-la).

3



Implementando IsPermutationIsPermutation ` f� f de�ni�~ao gf � dom IsPermutation � IsPermutation� f de�ni�~ao gf � dom (ker seq2bag) � ker seq2bag� f kernel duma fun�~ao gf � id � seq2bagÆ � seq2bag� f \shunting" gseq2bag � f � seq2bag� f igualdade de fun�~oes gseq2bag � f = seq2bagEqua�~oes de re�namentof �e a \in�ognita" da equa�~ao de re�namentoseq2bag � f = seq2bagUma vez que seq2bag e f s~ao atamor�smos sobre listas, podemosreorrer �a fus~ao-ataseq2bag � f = seq2bag� f seja f = (j�j) e seq2bag = (jgj)gseq2bag � (j�j) = (jgj)( f fus~ao-ata gseq2bag � � = g � (id+ id� seq2bag)
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Sua resolu�~aoDeompondo � := [�; ℄, obtemos as equa�~oes� = [ ℄seq2bag �  = � � (singb� seq2bag)� Por anelamento-ata, temos a solu�~ao  = ons, obtendo� = in e f = id.� � �e omutativa, logo �e solu�~ao (a; l) = l ^ [a℄ obtendo-sef = invl.Enontrar mais solu�~oes: qualquer fun�~ao de ordena�~ao de listas ser�asolu�~ao da equa�~ao! (Veremos mais aera disto depois. . . )Propriedades de `B�asias: ? ` f ; > ` f (2)(S \ R) ` f ( S ` f ^ R ` f (3)(S [ R) ` f ( S ` f ^ R ` f (4)(ker g) ` f � g � f = g (5)g ` f � f = g (6)Monotonia: S ` f ) FS ` F f (7)
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Prova da monotoniaFS ` F f� f de�ni�~aog(F f) � dom (FS) � FS� f propriedade dom (FS) = F(domR) g(F f) � F(domS) � FS� f relaionadores omutam om a omposi�~ao gF(f � domS) � FS( f relaionadores s~ao mon�otonos gf � domS � S� f de�ni�~ao gS ` fRe�namento por passosEstenda-se f em S ` f a uma rela�~aoS `R � R � domS � S ^ domS � domR (8)Obs.:� a ondi�~ao dom S � domR assegura que as implementa�~oespodem apenas ser mais de�nidas� a ondi�~ao R � dom S � S assegura que as implementa�~oespodem apenas ser mais determin��stias� Note que ?`R ontinua v�alido, mas, em geral, para que>`R, �e neess�ario que R seja inteira, j�a que dom> = id.

6



ExemploSeja S�;� a espei�a�~aosqrt (x : real) r : realpre abs(x) � �post abs(r2 � x) � �Ent~ao, sempre que �1 � �2 e �1 � �2,S�1;�1 ` S�2;�2No \limite", � � � ` S1;0 = sqÆOra sqÆ ` f , onde f x = +px ou f x = �px.Re�namento �e uma ordem parialReexividade: ` � id, i.e. S ` STransitividade: ` � ` � `, i.e.S `R ^ R ` T ) S ` TAnti-simetria: ` \ `Æ � idS `R ^R ` S ) S = Rmonotonia-F : S `R ) FS ` FR
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Re�namento passo-a-passoAs leis de ` tornam poss��vel re�nar uma espei�a�~ao iniial,S, ao longo de v�arios passos,S ` S1 ` S2 ` : : :ada qual introduzindo ada vez mais de�ni�~ao e/oudeterminismo, e frequentemente resultando numa fun�~ao(=algoritmo determin��stio totalmente de�nido):S ` S1 ` S2 ` : : : ` Sn ` fQue fazer depois de f?g ` f de novo� Formalmente, g ` f � g = f , ou seja, a espeif. g �eextensionalmente equivalente �a implementa�~ao f .� Mas h�a mais: em geral, olhamos f omo sendo \maise�iente" que g.� A e�iênia pode ser formalizada apenas na disiplina deomplexidade algor��tmia (fora do âmbito destadisiplina)� Estudaremos �a frente leis funionais que aresentame�iênia e que generalizam regras bem onheidas degera�~ao e inter-ombina�~ao de ilos (while).
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Re�namento: aso geralRe�namento simultâneo de algoritmos e de dados: dadas� uma espei�a�~ao A BS� uma rela�~ao abstra�~ao A CF1� uma rela�~ao de representa�~ao D BR2ent~ao diremos que C DI implementa S sseS ` F1 � I � R2 A BSCF1 DI R2 (9)
An�alise da equa�~ao� A equa�~ao de re�namento aima vai ser resolvida em ordem aI (a in�ognita) e apresentar�a, em geral, mais do que umasolu�~ao.� S ` F1 � I � R2 signi�aF1 � I �R2 � dom S � S ^ domS � dom (F1 � I �R2)� Caso Fi = Ri = id (i = 1; 2) reduzir-se-�a ao re�namentoalgor��tmio: S ` id � I � idpois n~ao h�a re�namento de dados envolvido.
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Exemplo 2 2:IN0(> 0) IN0[[(= 0)℄℄!> ; 0 [[= true℄℄! 1 ; 0reordarR! S ; T def= (S � domR) [ T � (id� domR)Note-se omo o n~ao-determinismo da implementa�~ao �e resolvidopela n~ao-injetividade de (> 0).Em VDMEspei�a�~ao:s(b) == not b;Abstra�~ao e representa�~ao:f1(n) == n > 0;r2(b) == if b then 1 else 0;Implementa�~ao:I(a:nat) r:natpost a = 0 and r > 0 or a > 0 and r = 0;
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Resolu�~ao de equa�~oes de re�namentoUma vez que dom (S �R) = dom (dom S �R), o segundo pontoaima resreve-se omodomS � dom (domF1 � (I �R2))Caso F1 (f1) seja inteira: domS � dom (I �R2))Caso a espei�a�~ao S e F1 (f1) sejam inteiras e R2 = fÆ2 , I ser�ainteira e tal que I � fÆ1 � S � f2Solu�~oes funionaisCaso em que todas as entidades numa equa�~ao de re�namento s~aofun�~oes totais (notem-se as min�usulas):f1 � i = s � f2 (10)� Exemplo: i = f? implementar�a s = Pf sob o re�namento dedados f1 = f2 = elems.� i = f? n~ao �e solu�~ao �unia. Estas surgir~ao sempre que f1 sejaum iso (fÆ1 �e fun�~ao): i = fÆ1 � s � f2Isto onvida-nos a alular i usando fus~ao-ata sobre o tipoindutivo da implementa�~ao, D.ExemploConjuntos omo re�namento de listas:(a pertene) = (a 2) � elems(f1 = id, f2 = elems):2 PA(a 2)2id A?a pertene elemsComo elems = (jinsj) e a fun�~ao a obter s~ao atas de listas(a pertene) = (j�j), por fus~ao-ata a equa�~ao de re�namento ser�averdadeira se for verdadeiro (a 2) � ins = � � (id+ id� (a 2)).11



Exemplo (ont.)Seja � = [�1; �2℄.� Uma vez que a 2 ; = false, alulamos �1 = false.� Fiamos om a 2 (fxg [ s) = �2(x; a 2 s)De a 2 fxg [ s = (a 2 fxg) _ (a 2 s), inferimos�2(x; b) � a = x _ b.� En�m:belongs(a)(l) ==if l = [℄ then falseelse (a = hd l) or belongs(a)(tl l)Re�namento por fus~ao, etRe�namento por inter-ombina�~ao de passos, eg. \ilos"sequeniais. Exemplos:� Todas as regras de fus~ao e de absor�~ao� no aso indutivo (fus~ao-(jj) et): \desoresta�~ao" |remo�~ao de estruturas de dados interm�ediasRe�namento por inter-ombina�~ao de \ilos paralelos":elimina�~ao de reurs~ao m�utua:Veremos a prop�osito a lei de Fokkinga e o seu bemonheido orol�ario, a lei \banana-split".
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Elimina�~ao de reurs~ao m�utuaConsidere o seguinte par de fun�~oes mutuamente dependentes:f(n) == if n = 0 then n else g(n - 1);g(n) == if n = 0 then 1 else f(n - 1) + g(n - 1);Poder�a alguma destas fun�~oes | p.e. g | ser onvertida num ilowhile?Em nota�~ao sem vari�aveis:f � [0; su℄ = [id; g℄g � [0; su℄ = [1;+ � hf; gi℄Duas equa�~oes em f e gf � [0; su℄ = [id; �2 � hf; gi℄g � [0; su℄ = [1;+ � hf; gi℄ f. IN0 ~= 1 + IN0| {z }F IN0in = [id; su℄sendo tal que F f = id+ f . Assim, (por absor�~ao-+) podemosesrever f � in = [id; �2℄ � F hf; gig � in = [1;+℄ � F hf; giA lei da reurs~ao m�utuaEsta situa�~ao �e tratada pela hamada lei da reurs~ao m�utua,tamb�em hamada \lei de Fokkinga":� f � in = h � F hf; gig � in = k � F hf; gi � hf; gi = (jhh; kij)ou seja, em geral8><>: f1 � in = h1 � F hf1; : : : ; fni...fn � in = hn � F hf1; : : : ; fni � hf1; : : : ; fni = (jhh1; : : : ; hnij)
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Demonstra�~aohf; gi = (jhh; kij)� f universal-ata ghf; gi � in = hh; ki � F hf; gi� f fus~ao-� duas vezes (esq e dir)ghf � in; g � ini = hh � F hf; gi; k � F hf; gii� f igualdade estrutural do \split" g� f � in = h � F hf; gig � in = k � F hf; giExemploSeja h = [id; �2℄ e k = [1;+℄ do exemplo aima:hf; gi = f lei de Fokkingag(jh[id; �2℄; [1;+℄ij)= f lei da troag(j[hid; 1i; h�2;+i℄j)fg(n) == if n = 0 then mk_(0,1)else let p=fg(n-1)in mk_(p.#2,p.#1 + p.#2);
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ExemploDado que fg = hf; gi, obtemos g = �2 � fg. Por outro lado, �e f�ailextrair g def(n) == if n = 0 then n else g(n - 1);g(n) == if n = 0 then 1 else f(n - 1) + g(n - 1);omo a fun�~ao de Fibonai padr~ao:g(n) == if n = 0 then 1else if n = 1 then 1else g(n - 2) + g(n - 1);Resumo: alul�amos �2 � fg omo uma vers~ao linear da Fibonai(g = �2 � fg).Corol�ario: \banana-split" (1)Considere a fun�~ao que alula a m�edia duma lista n~ao-vazia den�umeros naturais: avg def= (=) � hsum; lengthisum e length s~ao ambas atamor�smos sobre IN+:sum = (j[id;+℄j)length = (j[1; su � �2℄j)A fun�~ao avg faz duas travessias independentes pela lista argumentoantes de ser feita a divis~ao (=). Poderemos evit�a-lo? A lei\banana-split" fundir�a essas duas travessias.
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Corol�ario: \banana-split" (2)Seja h = i � F�1 e k = j � F�2 da lei de reurs~ao m�utua. Ent~aof � in = (i � F�1) � F hf; gi� f a omposi�~ao �e assoiativa e F �e um funtorgf � in = i � F (�1 � hf; gi)� f por anelamento-� gf � in = i � F f� f por anelamento-atagf = (jij)Corol�ario: \banana-split" (3)De igual modo, de k = j � F�2 segue-se que g = (jjj). Ent~ao, pela leida reurs~ao m�utua, temosh(jij); (jjj)i = (jhi � F�1; j � F�2ij)ou seja h(jij); (jjj)i = (j(i� j) � hF�1;F�2ij) (11)Esta lei fornee-nos uma ferramenta muito �util para inter-ombina�~aode ilos \paralelos": os \ilos" (jij) e (jjj) s~ao fundidos num �unio\ilo" (j(i� j) � hF�1; F�2ij).Generalidade da \banana-split"A banana-split funde duas travessias (\ilos") sobre umaestrutura de dados, no sentido geral. Por exemplo,avg def= (=) � hsum; lengthifaz ainda sentido no aso de �arvores bin�arias de folhas, parasum = (j[id;+℄j)length = (j[1;+℄j)Novamente, sum e length podem ser fundidas(bi-reursivamente).
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C�alulo de ilos while/forLeft-linear reursion: re�nement towards while/for loops |ver pp. 125{131 deJ.N. Oliveira. Operation re�nement, Junho de 2000.Departamento de Inform�atia, Universidade doMinho. Cap��tulo de livro em prepara�~ao.
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