
Coalgebra
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Reactive systems

Systems whose internal configurations are only partially accessible, and
are, therefore, characterised by their emergent behaviour which encodes a
continued interaction with their environment

“From being a prescription for how to do something – in Turing’s
terms a ‘list of instructions’, software becomes much more akin to
a description of behaviour, not only programmed on a computer,
but also occurring by hap or design inside or outside it.”

[Robin Milner, Turing Award Lecture, 1991]
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Why coalgebra matters?

pour lui, l'un des deux seuls dessins
dont j'étais capable. Celui du boa
fermé. Et je fus Stupéfait d'entendre
le petit bonhomme me répondre :

— Non ! Non ! Je ne veux pas
d'un éléphant dans un boa. Un boa c'est très dangereux,
et un éléphant c'esit très encombrant. Chez moi c'esit tout
petit. J'ai besoin d'un mouton. Dessine-moi un mouton.

Alors j'ai dessiné.
Il regarda attentivement, puis :
— Non ! Celui-là est déjà très ma-

lade. Fais-en un autre.
Je dessinai :
Mon ami sourit gentiment, avec in-

dulgence :
— Tu vois bien... ce n'est pas un

mouton, c'est un bélier. Il a des cornes...
Je refis donc encore mon dessin :
Mais il fut refusé, comme les précé-

dents :
— Celui-là est trop vieux. Je veux un

mouton qui vive longtemps.
Alors, faute de patience, comme j'avais

hâte de commencer le démontage de mon
moteur, je griffonnai ce dessin-ci.

Et je lançai :
— Ça c'est la caisse. Le mouton que tu veux est

dedans.
Mais*je fus bien surpris de voir s'illuminer le visage

de mon jeune juge :
— C'est tout à fait

comme ça que je le

voulais ! Crois-tu qu'il faille beaucoup d'herbe à ce
mouton ?

— Pourquoi ?
— Parce que chez moi c'est tout petit...
— Ça suffira sûrement. Je t'ai donné un tout petit

mouton.
Il pencha la tête vers le dessin :
— Pas si petit que ça... Tiens ! Il s'est endormi...
Et c'est ainsi que je fis la connaissance du petit prince.

III
L me fallut longtemps pour comprendre d'où il venait.
Le petit prince, qui me posait beaucoup de questions,

ne semblait jamais entendre les miennes. Ce sont des
mots prononcés par hasard qui, peu à peu, m'ont
tout révélé. Ainsi, quand il aperçut pour la pré-
mière fois mon avion (je ne des-
sinerai pas mon avion, c'est un
dessin beaucoup trop compliqué
pour moi) il me demanda :

— Qu'est-ce que c'est que cette
chose-là ?

— Ce n'est pas une chose. Ça
vole. C'est un avion. C'est mon
avion.

Et j'étais fier de lui apprendre
que je volais. Alors il s'écria :

— Comment ! tu es tombé
du ciel ?
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Le petit prince, qui me posait beaucoup de questions,

ne semblait jamais entendre les miennes. Ce sont des
mots prononcés par hasard qui, peu à peu, m'ont
tout révélé. Ainsi, quand il aperçut pour la pré-
mière fois mon avion (je ne des-
sinerai pas mon avion, c'est un
dessin beaucoup trop compliqué
pour moi) il me demanda :

— Qu'est-ce que c'est que cette
chose-là ?

— Ce n'est pas une chose. Ça
vole. C'est un avion. C'est mon
avion.

Et j'étais fier de lui apprendre
que je volais. Alors il s'écria :

— Comment ! tu es tombé
du ciel ?
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I

[Antoine de Saint-Exupéry, Le Petit Prince, 1943]
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Why coalgebra matters?
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︸ ︷︷ ︸
an observation shape, a transition type, an interface
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Construction vs observation

Models are typically arrows from/to structured objects.
For example, to build an (inductive) data structure one specifies:

an assembly process

%% a : 1+ D × U︸ ︷︷ ︸ // U

a tool box

KK

the artifact

dd

The structured domain captures a signature of constructors composed
additively: a = [nil , cons]



Coalgebra Automata, coalgebraically Behaviour and equivalences Modalities and properties Concluding

Construction vs observation

Reversing the arrow swaps structure from its domain to the codomain,
specifying

an observation process

&& p : U // 1+ D × U︸ ︷︷ ︸
the state space

55

a pair of glasses

OO

observers are paired in parallel: p = ∗ C empty? B 〈head , tail〉
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Construction vs observation

• U can be thought as a state space

• its elements are no longer distinguished by construction, but rather
identified when generating the same behaviour;

• finiteness is no longer required;

• the observation shape reveals the type of an underlying transition
structure

1+ D ×−

the pair of glasses

55

//

((

· · ·
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Different glasses capture different transition strucutres

5
a // 7

b
��

4

a

^^ p : U −→ D×U

p = {5 7→ (a, 7), 7 7→ (b, 4), 4 7→ (a, 7)}

5
a // 7

b��

b
��

4

p : U −→ P(D×U)

p = {5 7→ {(a, 7)}, 7 7→ {(b, 4), (b, 7)}, 4 7→ ∅}
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Different glasses capture different transition strucutres

Recall the models of reactive systems we met so far:

α : S −→ P(S) unlabelled TS

α : S −→ N× S + 1 partial LTS (generative)
α : S −→ (S + 1)N partial LTS (reactive)

α : S −→ P(N× S) non deterministic LTS (generative)

α : S −→ P(S)N non deterministic LTS (reactive)

α : S −→ DS simple PTS (Markov chain)

α : S −→ DN× S + 1 generative PTS
α : S −→ (DS + 1)N reactive PTS

α : S −→ DS + (N× S) + 1 stratified PTS

α : S −→ P(DN× S) strict Segala PTS
α : S −→ P(N×DS) simple Segala PTS
α : S −→ P(DP(N× S)) Pnueli-Zuck PTS
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The general pattern

α : S −→ T S

In general, we need

a lens: ©_©

an observation tool: state space
α−→ ©_© state space

Models of reactive systems are coalgebras

• T is the shape of the behaviour (mathematically a functor)

• abstract behavioural structures are (final) coalgebras
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The general pattern

α : S −→ T S

In general, we need

a lens: ©_©

an observation tool: state space
α−→ ©_© state space

Models of reactive systems are coalgebras

• T is the shape of the behaviour (mathematically a functor)

• abstract behavioural structures are (final) coalgebras
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What coalgebra brings?

functor F transition type / observation shape

coalgebra p : U −→ F(U) generic transition system

morphism U
p
// F(U)

V
q
//

h

OO

F(V )

F(h)

OO
behaviour preserving map

finality ΩF
ωF // F(ΩF)

U
p
//

[(p)]

OO

F(U)

F([(p)])

OO
behaviour
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What coalgebra brings?

equivalence u ≡F v ⇔ [(p)]u = [(q)]v observational reasoning

operators the structure of CF composition

modality �φ =̂ p◦ · F(φ) · p generic modal logic

• a conceptual tool for the working software engineer to deal with the
(emergent) behaviour of computing systems, in a compositional and
uniform way;

• an intuitive symmetry made into a mathematical duality.
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Automata

state space U
transition function m : U −→ U
attribute (or label) at : U −→ B

i.e.,
p = 〈at,m〉 : U −→ B × U
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Automata

state space U
transition function m : U −→ U
attribute (or label) at : U −→ B

i.e.,
p = 〈at,m〉 : U −→ B × U
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Automata

The behaviour of p at (from) a state u ∈ U is revealed by
successive observations (experiments):

[(p)] u = [at u, at (m u), at (m (m u)), ...]

[(p)] = cons · 〈at, [(p)] ·m〉

which means that

Automata behaviours are elements of Bω (i.e., streams)
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Automata

The behaviour of p at (from) a state u ∈ U is revealed by
successive observations (experiments):

[(p)] u = [at u, at (m u), at (m (m u)), ...]

[(p)] = cons · 〈at, [(p)] ·m〉

which means that

Automata behaviours are elements of Bω (i.e., streams)
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Automata

Example: A twist automata

state space U = N× N
transition function m (n, n ′) = (n ′, n)
attribute at (n, n ′) = n

i.e.,
twist = 〈π1, s〉
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Automata

Example: A stream automata

state space U = Bω

transition function m s = tail s
attribute at s = head s

i.e.,
ω = 〈hd , tl〉

Automata behaviours form themselves an automata
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Automata

Example: A stream automata

state space U = Bω

transition function m s = tail s
attribute at s = head s

i.e.,
ω = 〈hd , tl〉

Automata behaviours form themselves an automata
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Automata morphisms

A morphism
h : p −→ q

where

p = 〈at,m〉 : U −→ B × U

q = 〈at ′,m ′〉 : V −→ B × V

is a function h : U −→ V such that

U
p
//

h
��

B × U

id×h
��

V
q
// B × V

i.e.,
at = at ′ · h and h ·m = m ′ · h
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Behaviour as a morphism

Th: Behaviour [(p)] is an automata morphism from p to ω

because

at = hd · cons · 〈at, [(p)] ·m〉

= { hd · cons = π1 }

at = π1 · 〈at, [(p)] ·m〉

= { × cancellation }

at = at

and

[(p)] ·m = tl · cons · 〈at, [(p)] ·m〉

= { tl · cons = π2 }

[(p)] ·m = π2 · 〈at, [(p)] ·m〉

= { × cancellation }

[(p)] ·m = [(p)] ·m
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The final automata

Automata behaviours form themselves an automata ω with a
particular characteristic: from each other automata p there is one
and only one morphism

[(p)] : p −→ ω

Automata ω is the final automata, i.e., the universal one in the

category of automata and automata morphisms.

Question
How to reason about automata behaviours?
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Induction & Coinduction

Reasoning about B∗

len(map f l) = len l

where functions are defined inductively by their effect on B∗

constructors

len [] = 0

len(h : t) = 1 + len t

map f [] = []

map f (h : t) = f (h) : map f t

These equations are indeed a functional program ...
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Induction & Coinduction

Proof (by structural induction).

Base case is trivial. Then,

len(map f (h : t))

= { map f definition }

len(f (h) : map f t)

= { len definition }

1 + len(map f t)

= { induction hypothesis }

1 + len t

= { len definition }

len(h : t)
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Induction & Coinduction

Inductive reasoning requires that, by repeatedly unfolding the
definition, arguments become smaller, i.e., closer to the elementary
constructors

... but what happens if this unfolding process does not
terminate?



Coalgebra Automata, coalgebraically Behaviour and equivalences Modalities and properties Concluding

Induction & Coinduction
Consider

map f (h : t) = (f h) : map f t

gen f x = x : gen f (f x)

• definition unfolding does not terminate but ...

• ... reveals longer and longer prefixes of the result: every
element in the result gets uniquely determined along this
process

Strategy
To reason about circular definitions over infinite structures,
our attention shifts from argument’s structural shrinking to
the progressive construction of the result which becomes
richer in informational contents.



Coalgebra Automata, coalgebraically Behaviour and equivalences Modalities and properties Concluding

Induction & Coinduction

Reasoning about Bω: the local view

Two streams s and r are observationally the same if

• they have identical head observations: head s = head r ,

• and their tails — tail s and tail r — support a similar
verification.

Relation R : Bω −→ Bω is a (stream) bisimulation iff

〈x , y〉 ∈ R ⇒ head x = head y ∧ 〈tail x , tail y〉 ∈ R

(i.e., R is closed under the computational dynamics )
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Induction & Coinduction

Reasoning about Bω: the local view

Two streams s and r are observationally the same if

• they have identical head observations: head s = head r ,

• and their tails — tail s and tail r — support a similar
verification.
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Induction & Coinduction

Coinduction as a proof principle:

• a systematic way of strengthening the statement to prove:
from equality s = r to a larger set R which contains pair 〈s, r〉

• ensuring that such a set is a bisimulation, i.e., the closure of
the original set under taking derivatives

• moreover, as a proof principle, it generalises from streams to a
large class of behaviour types
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Induction & Coinduction

mapf · genf = genf ·f

Check that R below is a bisimulation

R = {〈map f (gen f x) , gen f (f x)〉| x ∈ ..., f ∈ ...}

• head (map f (gen f x)) = f x = head (gen f (f x))

• tail (map f (gen f x)) = map f tail (gen f x) =
map f (gen f f x) tail (gen f (f x)) = gen f (f f x). Thus,

〈tail (map f (gen f x)), tail (gen f (f x))〉 ∈ R

Remark:
In general, however, much larger relations have to be considered
and the construction of bisimulations is not trivial
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Example: FX = XA × B

Objects are Moore machines

p =̂ 〈m, at〉 : U −→ UA×B

U
p
//

h

��

UA × B

hA×id
��

V
p ′
// V A × B

boiling down to U
at //

h

��

B

id

��

V
at ′ // B

U × A
m //

h×id
��

U

h

��

V × A
m ′ // V

m ′ · (h × id) = h ·m ∧ at ′ · h = at
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Example: Moore behaviours

Triggered by input sequences s = [a0, a1, . . . ] in A∗, the behaviour of p is
revealed by successive observations:

at u, at (m u a0), at (m (m u a0) a1), . . .

[(p)]u nil =̂ at u and [(p)] u (cons 〈a, t〉) =̂ [(p)] (m 〈u, a〉) t

behaviours organise themselves into a Moore machine over BA∗ :

ωF =̂ 〈mω, atω〉 : BA∗ −→ (BA∗)A × B

where

atω f =̂ f nil the attribute before any input

mω f a =̂ λ s . f (cons〈a, s〉) input determines subsequent evolution
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Observational equivalence

u≡F v ⇔ [(p)]u = [(q)]v

In general, seek for a cocongruence, i.e.

S

ξ

��

U

p

��

r1

;;

V

q

��

r2

cc

FS

F(U)

Fr1

<<

F(V )

Fr2

bb

even if F does not admit a final coalgebra ωF

3 Looking for duals: congruent terms vs cocongruent behaviours
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Bisimulation

u ∼F v ⇔ ∃bisimulationR . u = p1t and v = p2t for a t ∈ R

Bisimulation: a (monic) span p
p1←− ρ p2−→ q in CF

R
p2

##

p1

{{
ρ

��

U

p

��

V

q

��

FR
Fp2

""

Fp1

||

F(U) F(V )

3 analogue but not dual to a compatible relation
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Bisimilarity vs observational equivalence

An example: bisimulation for Moore machines

〈u, v〉 ∈ R ⇒ atp u = atq v and 〈mp u a,mq v a〉 ∈ R, for all a ∈ A .

• Bisimilarity is amenable to automation; efficient, iterative
algorithms.

• Provides a a technique for coinductive proofs: from argument’s
structural shrinking to the progressive construction of the behaviour
which becomes richer in informational contents.

3 ∼F and ≡F coincide for most functors of interest in SE
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Bisimilarity vs observational equivalence

F(U)
F(r1)

// F(S)

U

p
??

r1 // S

ξ
??

F(R)
F(p2)
//

F(p1)

OO

F(V )

F(r2)

OO

R

σ
;C

p2 //

p1

OO

V

q

??

r2
OO

3 No need for σ to be unique: F must only preserve weak pullbacks.
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Illustration: Hybrid automata

l̇ = 2
ṫ = 1
t ≤ c

t≥c
t:=0 ))

l̇ = 0
ṫ = 1
t ≤ ct≥c

t:=0

ii

. . . models capturing the interaction of discrete (computational) systems
with continuous (physical) processes . . .

p : U −→ G(U)×H(O)

where H captures the continuous evolution of a quantity O over time.

H(X ) =̂ { 〈f , d〉 ∈ XT × [0,∞] | f ·fd = f } and H(h) =̂ hT × id

3 Renato Neves’s forthcoming PhD thesis
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Illustration: Hybrid automata

b : V × P −→ (V × P)×H(P) =̂ 〈bd , bc〉

bd 〈v , p〉 =̂ 〈velg 〈v , zposg 〈v , p〉〉 ×−0.5, 0〉
bc =̂ 〈posg (v , p), zposg 〉
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Illustration: Hybrid automata

p : U −→ G(U)×H(O)

coalgebra p functor G

U → (U ×HO)I Id X = X

U → (∆U ×HO) ∆ X = X × X

U → (PU ×HO) P X = {A ⊆ X }

U → (DU ×HO) D X = {µ ∈ [0, 1]X | µ[X ] = 1}

U → (PDU ×HO) PD

3 ‘black-box’ view: discrete transitions are kept internal; continuous
evolutions make up the observable behaviour.
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Properties

Modal assertions, i.e. properties to be interpreted across a transition
system capturing its dynamics, are pervasive in Software Engineering.

Modalities in Coalgebra also acquire a shape

i.e. their definition becomes parametric on whatever type of behaviour
seems appropriate for addressing the problem at hand.
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Example: invariants

Predicates preserved along the system’s evolution:

∀u∈U . u φ u ⇒ (p u)F(φ) (p u)

which, by eliminating variables, is equivalent to

φ ⊆ p◦ · F(φ) · p︸ ︷︷ ︸
�φ

3 regarding φ as a coreflexive relation and F as a relator
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� acquires a shape

Example: F(X ) = P(X )

�φ = {u ∈ U | (p u) P(φ) (p u)} = {u ∈ U | p u ⊆ φ}

i.e. the standard interpretation of the � modality in Kripke semantics

Example: F(X ) = 1+ X

�φ = {u ∈ U | p u = ι2 u ′ ⇒ u ′ ∈ φ}
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Going generic: Coalgebraic logic

� is relative to the ‘global’ dynamics of p.

However, depending on applications one may be interested in other types
of modalities:

• For F(X ) = A× X × X , follow right or left successors.

• For F(X ) = (PX )A, define one ‘box’ operator per each action a ∈ A.
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Going generic

F-coalgebras generate modalities by predicate lifting

� =̂ 2U
γU // 2F(U) p−1

// 2U

�φ = {u ∈ U | p u ∈ γUφ}

Example

• A family {γa : 2− =⇒ 2P(−)A | a ∈ A} of predicate liftings

γaU φ =̂ {s ∈ P(U)
A
| s a ⊆ φ}

induces the indexed modalities of Hennessy–Milner logic:

[a]φ = {u ∈ U | (p u) a ⊆ φ}
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Why coalgebra matters?

The message

Coalgebra is the mathematics for dynamical, state-based systems

The method
From a suitable characterisation of the type of a system’s dynamics,
canonical notions of behaviour, observational reasoning (equational and
inequational), composition and modality can be derived in a uniform way.

The crucial design choice
The type of a system’s dynamics is the pair of glasses through which it is
observed
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Which pair of glasses?

From the coarsest . . .
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I
ORSQUE j'avais six ans j'ai vu, une fois, une magnifique
' image, dans un livre sur la Forêt Vierge qui s'appe-

lait « Histoires Vécues ». Ça représentait un serpent boa
qui avalait un fauve. Voilà la copie du dessin.

On disait dans le livre : « Les serpents boas avalent
leur proie tout entière, sans la mâcher. Ensuite ils ne
peuvent plus bouger et ils dorment pendant les six mois
de leur digestion. »

J'ai alors beaucoup réfléchi sur les aventures de la
jungle et, à mon tour, j'ai réussi, avec un crayon de
couleur, à tracer mon premier dessin. Mon dessin
numéro 1. Il était comme ça :

J'ai montré mon chef-d'œuvre aux grandes personnes
et je leur ai demandé si mon dessin leur faisait peur.

9

L

[Antoine de Saint-Exupéry, Le Petit Prince, 1943)]



Coalgebra Automata, coalgebraically Behaviour and equivalences Modalities and properties Concluding

Which pair of glasses?

From the coarsest . . .

ISBN 2-07-033453-8
© Éditions Gallimard, 1946, pour le texte et les illustrations

© Éditions Gallimard, 1987, pour la présente édition

Loi n° 49-956 du 16 juillet 1949
sur les publications destinées à la jeunesse

Dépôt légal : juillet 1993
1er dépôt légal dans la même collection : novembre 1987

N° d'éditeur : 66170 - N° d'imprimeur : 62080
Imprimé en France sur les presses de l'Imprimerie Hérissey

I
ORSQUE j'avais six ans j'ai vu, une fois, une magnifique
' image, dans un livre sur la Forêt Vierge qui s'appe-

lait « Histoires Vécues ». Ça représentait un serpent boa
qui avalait un fauve. Voilà la copie du dessin.

On disait dans le livre : « Les serpents boas avalent
leur proie tout entière, sans la mâcher. Ensuite ils ne
peuvent plus bouger et ils dorment pendant les six mois
de leur digestion. »

J'ai alors beaucoup réfléchi sur les aventures de la
jungle et, à mon tour, j'ai réussi, avec un crayon de
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J'ai montré mon chef-d'œuvre aux grandes personnes
et je leur ai demandé si mon dessin leur faisait peur.

9

L

. . . to the most detailed

Elles m'ont répondu : « Pourquoi un chapeau ferait-il
peur ? »

Mon dessin ne représentait pas un chapeau. Il repré-
sentait un serpent boa qui digérait un éléphant. J'ai alors
dessiné l'intérieur du serpent boa, afin que les grandes
personnes puissent comprendre. Elles ont toujours be-
soin d'explications. Mon dessin numéro 2 était comme ça :

Les grandes personnes m'ont conseillé de laisser de
côté les dessins de serpents boas ouverts ou fermés, et
de m'intéresser plutôt à la géographie, à l'histoire, au
calcul et à la grammaire. C'est ainsi que j'ai abandonné,
à l'âge de six ans, une magnifique carrière de peintre.
J'avais été découragé par l'insuccès de mon dessin
numéro 1 et de mon dessin numéro 2. Les grandes per-
sonnes ne comprennent jamais rien toutes seules, et c'est
fatigant, pour les enfants, de toujours et toujours leur
donner des explications.

J'ai donc dû choisir un autre métier et j'ai appris à
piloter des avions. J'ai volé un peu partout dans le
monde. Et la géographie, c'est exact, m'a beaucoup servi.
Je savais reconnaître, du premier coup d'œil, la Chine
de l'Arizona. C'est très utile, si l'on est égaré pendant la
nuit.

J'ai ainsi eu, au cours de ma vie, des tas de contacts
avec des tas de gens sérieux. J'ai beaucoup vécu chez les
grandes personnes. Je les ai vues de très près. Ça n'a pas
trop amélioré mon opinion.

1 0

Quand j'en rencontrais une qui me paraissait un peu
lucide, je faisais l'expérience sur elle de mon dessin
numéro 1 que j'ai toujours conservé. Je voulais savoir
si elle était vraiment compréhensive. Mais toujours elle
me répondait : « C'est un chapeau. » Alors je ne lui
parlais ni de serpents boas, ni de forêts vierges, ni
d'étoiles. Je me mettais à sa portée. Je lui parlais de
bridge, de golf, de politique et de cravates. Et la grande
personne était bien contente de connaître un homme
aussi raisonnable.

II
J'AI ainsi vécu seul, sans personne avec qui parler

véritablement, jusqu'à une panne dans le désert du
Sahara, il y a six ans. Quelque chose s'était cassé dans
mon moteur. Et comme je n'avais avec moi ni mécani-
cien, ni passagers, je me préparai à essayer de réussir,
tout seul, une réparation difficile. C'était pour moi une
question de vie ou de mort. J'avais à peine de l'eau à boire
pour huit jours.

Le premier soir je me suis donc endormi sur le sable à
mille milles de1 toute terre habitée. J'étais bien plus isolé
qu'un naufragé sur un radeau au milieu de l'Océan. Alors
vous imaginez ma surprise, au lever du jour, quand une
drôle de petite voix m'a réveillé. Elle disait :

— S'il vous plaît... dessine-moi un mouton !
— Hein !
— Dessine-moi un mouton...
J'ai sauté sur mes pieds comme si j'avais été frappé

11

[Antoine de Saint-Exupéry, Le Petit Prince, 1943)]
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Coalgebra for the working software engineer

Software Engineering


modelling complex systems

architecting their composition

reasoning about their behaviour

Coalgebra
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Epilogue

Engineering

HOW . . . . . . WHAT

Mathematics

Doing Software Engineering in lighter, more informal ways,
is like talking about electricity without using calculus: Good
enough to replace a fuse, not enough to design an amplifier.

[attributed to Vlad Patryshev]
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