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Resumo

Neste trabalho é apresentada uma nova forma de especificar o comportamento de
sistemas computacionais usando, para isso, uma légica com caracteristicas especiais.

A unidade basica de especificacdo do comportamento é o agente, que formalmente é um
sistema légico. A linguagem légica dos agentes permite exprimir o relacionamento entre a
ocorréncia de eventos e as propriedades exibidas pelo agente. Os eventos sdo entendidos
como conectivas logicas e as assercoes logicas reflectem a nocdo de causalidade entre
eventos e propriedades — a causa essencial de uma propriedade face a um evento.

Devido a estarmos interessados em saber que encadeamento de eventos “justifica” uma
dada propriedade, temos tragos que evoluem do passado para o presente. A nossa pres-
pectiva é a de saber que comportamento poderd justificar as caracteristicas de um agente
num dado instante. Como é 6bvio, essas caracteristicas condicionam o comportamento
futuro do agente e essa dependéncia é expressa num sistema de deducdo que reflecte a
nocao de causa.

No intuito de caracterizar semanticamente os agentes, é feita a ligacdo entre o sistema
légico e os seus modelos topolégicos. A dualidade de Stone assegura a sintonia entre o
sistema logico e a sua seméntica, e faculta-nos duas perspectivas: a perspectiva algébrica
da légica e a perspectiva topoldgica.

Sao apresentados dois tipos de modelos para os agentes: os modelos de tracos, perten-
centes a classe das seménticas denotacionais, intimamente ligados a nocao de evento e
trago; e os modelos de estados, pertencentes a classe das semanticas operacionais, baseados
na nocao de estado e transicao de estado.

Estabelece-se uma relacido entre estes dois tipos de modelos: iremos ver como podere-
mos obter um modelo de estados, partindo de um modelo de tragos. Os estados surgem
aqui como classes de equivaléncia de comportamentos passados. Sdo também estudadas
as propriedades dos modelos assim gerados. Nomeadamente, é feita uma andlise de como
propriedades topolégicas — tais como: condicoes de separacio, sobriedade ou coeréncia —
caracterizam o espaco de estados de tais modelos, e de como a partir do comportamento
se consegue gerar o espaco de estados minimo.



Abstract

In this work we introduce a formalism for specifying the behaviour of computational
systems, based on logic.

Our basic unit of software specification is called agent and is nothing more than a
particular logical system. The agent logical language allow us to express the relationship
between the occurrence of events and the properties an agent exhibits. The events are
seen as logical connectives and the logical assertions reflect the causality between events
and properties - the essential cause of a property in face of an event.

Because we are interested in knowing which sequence of events “justify” a property,
we have traces coming from the past to the present. Our perspective is that of knowing
which behaviour could justify the characteristics of an agent in some instant. Obviously,
these characteristics will condition the future behaviour of the agent. This dependency
is expressed in a deduction system that reflects the notion of causality.

For the purpose of characterizing the agents semantically a connection is made between
the logical system and its topological models. The Stone duality provides a junction
between the logical system and its semantics and it provides two alternative perspectives:
the algebraic or logical perspective and the topological perspective.

We present two types of models for the agents: the trace model, a denotational model
intimately connected to the notion of event and trace, and the state model, an operational
model based on the notions of state and state transitions.

We establish a relation between these two types of models: we see how a state model
may be obtained from a trace model. The states arise as equivalence classes of past
behaviours. We also study the properties of the state models which result from the
conversion of trace models. We see how topological properties — such as separation
conditions, soberty and coherence — characterize the state space of these models, and
how from behaviour we can generate a minimal state space.
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“O Tempo, como o Mundo, tem dois hemisférios: um superior e visivel, que
é o passado, outro inferior e invisivel, que é o futuro. No meio de um e outro
hemisfério ficam os horizontes do tempo, que sao estes instantes do presente
que imos vivendo, onde o passado se termina e o futuro comega.”

P.¢ Anténio Vieira (1608 - 1697)
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1. INTRODUGAO 1

1 Introducao

O trabalho apresentado nesta dissertacdo tem por base as ideias desenvolvidas pelo
Professor Valenca acerca de uma nova forma de especificar o comportamento de sistemas
computacionais usando, para isso, uma légica com caracteristicas especiais. E portanto,
um primeiro passo nesta nova abordagem da especificacio do comportamento. Temos
consciéncia de que ndo vamos esgotar este tema, muitas portas ficardo abertas para
futuros desenvolvimentos.

Vamos apresentar um formalismo que nos permite descrever e raciocinar acerca do
comportamento de sistemas complexos. Uma técnica usual de “dominar” a complexidade
de um sistema, consiste na sua decomposicao em componentes mais simples e adaptados a
nossa necessidade de abstraccdo. E claro que cada um destes componentes deverd ter uma
identidade prépria que é mantida ao longo do tempo. Conservando a designacao classica
nas teorias de sistemas comunicantes, designamos estas componentes por agentes.

O agente é, portanto, a unidade basica de especificacdo e usaremos a légica para a sua
descricao. Na realidade, os nossos agentes ndao serdo mais do que sistemas 16gicos. No
entanto, a 16gica dos agentes tem alguns aspectos particulares que a caracterizam.

Como seria de esperar, o conceito de evento e de sequéncias de eventos estdo envolvidos
na linguagem légica do agente. Os eventos serdo formalmente vistos como conectivas
légicas.

A linguagem légica dos agentes ird permitir exprimir o relacionamento entre a ocorréncia
de eventos e as propriedades exibidas pelo agente. As assercoes logicas reflectem a nogdo
de causalidade entre eventos e propriedades.

Devido a estarmos aqui interessados em saber que encadeamento de eventos “justifica”
uma dada propriedade, vamos ter tracos que evoluem do passado para o presente, e ndo
tragos que partem do presente para o futuro, como é mais usual. A nossa prespectiva é a
de saber que comportamento poderd justificar as caracteristicas de um agente num dado
instante. Como é Gbvio, essas caracterfsticas condicionam o comportamento futuro do
agente e essa dependéncia serd expressa por um conjunto de regras de inferéncia.

O sistema de dedugdo desta logica tem caracteristicas particulares que reflectem a nocao
de causa. Por esse motivo, a relacdo gerada pelas regras de inferéncia serd denominada
de relacdo de causa.

A légica de um agente requer, evidentemente, o estudo da sua seméantica. Para tal serdo
usadas nocgoes topoldgicas e iremos ver como é possivel usar essas nocoes para descrever
0 comportamento.

O envolvimento da topologia nas ciéncias de computacdo ndo é ji muito recente. Nas
ciéncias de computagdo, o interesse pela topologia foi introduzido por Scott [16, 15],
a partir de 1970, com os seus estudos dos modelos do A-calculus e das linguagens de
programagcao. Mais tarde, Smyth [17] defendeu que a aplicacdo da topologia as ciéncias
de computag¢do ndo é um mero truque técnico. A topologia capta uma nocdo essencial
de computacdo sob o lema “conjuntos abertos sao propriedades semidecidiveis” [17]. Este
énfase da aos abertos uma vida independente dos pontos do espaco topolégico, e isto
levou a que fossem feitas ligacOes a teoria dos locais, também designada de “topologia
sem pontos” [7], na qual os conjuntos abertos se tornam os principais objectos de
estudo. Conjuntamente, a no¢do de observacdo foi surgindo como base para a semantica
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1. INTRODUGAO 2

comportamental dos sistemas.

O lema de Smyth implica que a topologia representa a légica das propriedades semi-
decidiveis. Uma ligeira modificagao deste lema aparece em [1], “a l6gica geométrica é a
légica das observacoes finitas”.

A dualidade entre espagos topoldgicos e locais (vistos como légicas) [7] - dualidade de
Stone - estd a assumir uma importancia crescente na teoria da computacao. No intuito
de caracterizar semanticamente os agentes, vamos algebrizar a sua légica e fazer a ligacdo
entre o sistema légico e os seus modelos topoldgicos.

A dualidade de Stone fornece uma ligacao entre a seméntica e a légica. Além disso, a
légica subjacente é geométrica, o que pode ser computacionalmente interpretado como a
légica das propriedades observaveis, isto é, propriedades cuja validade pode ser determi-
nada com base numa quantidade finita de informacdo. A nossa unidade de informacao é
o evento observivel.

Para a logica definida por um agente serdo apresentados dois tipos de modelos: os
modelos de tracos e os modelos de estados.

Os modelos de tracos, como o préprio nome indica, serdo modelos intimamente ligados
a nogdo de evento e traco. Eles dardo, de certo modo, uma visdo extrinseca do agente
encarando o comportamento como a sua capacidade de comunicar.

Os modelos de estados, por outro lado, serdo modelos baseados na nocao de estado e
de transicdo de estado. Constituirdo, portanto, uma forma mais natural de representar
computacgoes. Contrariamente aos modelos de tragos, os modelos de estados representardo
uma visdo intrinseca do agente.

Os dois tipos de modelos apresentados para os agentes, correspondem aos dois métodos
classicos de dar seméantica: semantica denotacional e semantica operacional.

Os modelos de tracos podem ser classificados como pertencendo a classe das semanticas
denotacionais enquanto que os modelos de estados pertencem a classe das semanticas
operacionais.

Uma vez que para a mesma logica vao ser definidos dois tipos de modelos de natureza
diferente, iremos ver como esses dois tipos de modelos estao relacionados.

A semantica operacional é muitas vezes considerada como uma semantica mais bdsica e
pode ser usada para testar a adequacdo da semantica denotacional. Portanto, estabelecer
um relacionamento entre a semantica denotacional e a seméantica operacional pode ser
encarado como um teste de adequacao ou correcciao da semantica denotacional.

Iremos entdo ver como poderemos converter um modelo de tracos num modelo de
estados. Os estados surgirdo assim como classes de equivaléncia de comportamentos
passados.

Neste contexto serd feita uma andlise das propriedades dos modelos de estados assim
gerados. Veremos como propriedades topoldgicas — tais como: condicoes de separacio,
a sobriedade, a coeréncia — caracterizam o espaco de estados de tais modelos, e como a
partir do comportamento se consegue gerar o espaco de estados minimo.
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1. INTRODUGAO 3

Organizagao

No capitulo 2 é feita, por razdes de sistematizacdo, uma apresentacio resumida de
algumas das principais defini¢cbes e resultados acerca da teoria dos reticulados, topologia
e teoria das categorias que serdo posteriormente usadas.

No capitulo 3 faz-se a apresentacdo dos sistemas formais genéricos, da relacio de
consequéncia e das suas caracteristicas. Definem-se formalmente os agentes como sistemas
légicos com caracteristicas préprias e apresenta-se a nocao de causa essencial e de relacao
de causa. Faz-se também a construcao da dlgebra que essa logica gera.

No capitulo 4 é feito um estudo seméntico para os agentes. Numa primeira fase fala-
se de tracos e propriedades observaveis para depois se fazer a caracterizacdo seméntica
dos agentes, definindo-se uma topologia sobre o espago de tracos do agente — a topologia
intrinseca do agente.

No capitulo 5 apresentam-se os modelos de tragos dos agentes e colocamos tais modelos
no contexto categorial, estabelecendo uma ordem entre modelos.

No capitulo 6 apresentam-se os modelos de estados dos agentes. Estuda-se o relacio-
namento entre os modelos de tracos e os modelos de estados de um agente e faz-se a
construcdo dos modelos de estados partindo dos modelos de tracos. E também neste
capitulo que serd feita uma andlise das propriedades topoldgicas destes modelos e das
caracteristicas que essas propriedades imprimem no estado.

No capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e aspectos que deverdo merecer a atencdo
em trabalho futuro sobre esta nova abordagem a especificacdo do comportamento.
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2 Conceltos Matematicos Preliminares

O tema desenvolvido ao longo deste trabalho requer alguma informacdo prévia acerca
da teoria dos reticulados, topologia e teoria das categorias. Por razdes de sistematizagdo,
apresentamos um breve resumo das principais definicoes e resultados. Mais detalhe pode
ser obtido em [7, 18, 11, 13].

2.1 Reticulados

Seja A um conjunto e < uma relacido bindria em A. A relagdo < diz-se
o reflexivase, Ya € A, a<a
o transitivase, a <beb<c=>a<c
o simélricase, a <b=>b<a
o anti-simétricase, a<beb<a=a=1b
o totalse, Ya,be A,a<boub<a

Quando a relacao < é reflexiva, transitiva e anti-simétrica, (A, <) é uma ordem parcial.
Se < também for total, (A4, <) diz-se uma ordem total. Quando < é apenas reflexiva e
transitiva, (A, <) é uma pré-ordem. Uma relacdo de equivaléncia é uma relagao que é
reflexiva, simétrica e transitiva.

Sendo (A, <) uma ordem parcial e S C A, um elemento @ € A é um limite superior de
Sse a€S=a<ax.zéum limite superior minimo (também designado de supremo ou
disjungao) de S se z é um limite superior de S e

(Vae S, a<y) = z<y
Este limite quando existe é tnico e representa-se por \/ 5. \/{a,b} é normalmente
representado por a V b. Chamaremos elemento terminal (ou mdzimo) ao elemento x
que verifique Va € A, a < z. O elemento terminal quando existe é tinico e denota-se
por 1.

Dualmente, x € A é um limite inferiorde Sse a € 5 = x < a .z éum Limite inferior
mazimo (também designado de infimo ou conjun¢do) de S se z é um limite inferior de §
e

(Vae S, y<a) = y<u

Este limite quando existe é dnico e representa-se por A S. A{a,b} é normalmente repre-
sentado por a Ab. Chamaremos elemento inicial (ou minimo) ao elemento z que verifique
Ya e A, =z < a. O elemento inicial quando existe é tinico e denota-se por 0.

Notagao: Sendo (A, <) uma ordem parcial, 2 € A e X C A,
@) = {aed|e<a)

Wz) = faeAla<a}

(X)) = {e€cA|FzeX: a2<a}
= Ull(z) |2 e X}

X)) = {e€A|FzeX:a<a}

Utl(z) |2 € X}

Maria Joao Frade Mestrado em Informatica - UM 94



2. CONCEITOS MATEMATICOS PRELIMINARES )

Os conjuntos da forma {(z) ou (X ) sao designados conjuntos superiores; os conjuntos
da forma |(2) ou [(X) designam-se conjuntos inferiores.

Um semi-reticulado disjuntivo é um conjunto parcialmente ordenado (A4,<) em que
cada par de elementos a,b € A tem supremo a Vb e tem elemento minimo 0. Dualmente,
define-se semi-reticulado conjuntivo como um conjunto parcialmente ordenado (A, <) em
que cada par de elementos a,b € A tem infimo a A b e tem elemento maximo 1.

Note-se que podemos definir semi-reticulado disjuntivo (conjuntivo) como um conjunto
parcialmente ordenado (A, <) em que todo o subconjunto finito S C A tem supremo \/ 9

(infimo A S) pois 0 = V{} (pois 1 = A{}).

Um homomorfismo de semi-reticulados disjuntivos é uma funcio f que preserva o
elemento 0 (i.e., f(0) = 0) e a operagao V (i.e., f(aVb) = f(a)V f(b)).

Um homomorfismo de semi-reticulados conjuntivos é uma funcio f que preserva o
elemento 1 (i.e., f(1) = 1) e a operagao A (i.e., f(a Ab) = f(a) A f(D)).

Um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado (A, <) em que todo o subconjunto
finito tem supremo e infimo. Equivalentemente, podemos definir reticulado como uma
estrutura (A4,V,A,0,1) em que: A é um conjunto; 0 e 1 sdo elementos distinguidos; a
operacdo V (A) é associativa, comutativa e idempotente, e tem 0 (1) como elemento
neutro; e sao validas as seguintes leis da absorcdo:

aV(aNb)=a e aAh(aVb)=a

Um reticulado A é completo se todo o subconjunto de A tem um infimo; necessaria-
mente terd também um supremo. Um reticulado é distributivo se verifica a propriedade
aV(bAec)= (aVDb)A(aVc) Num reticulado, a V (bAc¢) = (aVb)A(aVc) sse
aN(bVe)=(anb)V(anec).

Um homomorfismo de reticulados é uma funcao que preserva os elementos distinguidos,
0 e 1, e as operagoes V e A.

Um local (ou frame)! é um reticulado distributivo com as seguintes propriedades
adicionais:

e Para qualquer subconjunto 5 C A, existe \/ .5 € A.

o As conjuncoes finitas distribuem pelas disjungoes arbitrarias; ou seja

aANVS=V{aAns|seS}

1A designagao local aplicada a reticulados completos satisfazendo a lei da distributividade infinita, é
controversa.

Vickers [23] usa a designagao “frame” para tais estruturas. Johnstone [7] porém, nao lhes dd quaisquer
nomes especificos: designa como “frames” os objectos da categoria que é definida por tais estruturas e que
tem os homomorfismos, aqui designados de locais, como morfismos; designa porém por locais os objectos
da categoria oposta - isto é, como os mesmos objectos mas morfismos em sentido oposto.

As designagoes “local’ e “frame” sdo assim usadas por Johnstone para designar as mesmas estruturas,
consoante sdo vistas como objectos de uma ou de outra categoria. Olhando apenas para as estruturas
algébricas “per si” ambas as designagdes s3o justificdveis na literatura.

Neste trabalho, por questao de simplicidade e coeréncia com a terminologia usada no estudo topolégico
dos processos, vamos preferir a designagao local.
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2. CONCEITOS MATEMATICOS PRELIMINARES 6

Um homomorfismo de locais (ou homomorfismo de frames) é uma funcao f que preserva
a estrutura inerente aos locais:

Joy=0 , JW)=1 , fland)=[la)Af(d) e [O/5)=\{f(s)]s€S5}

Seja A um reticulado e ¢ € A. Um elemento 2 € A que satisfacaa Az =0eaVae =1
chama-se complemento (ou simétrico) de a e representa-se por @.

Num reticulado distributivo o complemento de um elemento, quando existe, é tnico.

Uma dlgebra booleana é um reticulado distributivo em que todo o elemento tem com-
plemento. Uma algebra booleana de especial importancia é a definida pelo conjunto
2={0,1} com a ordem 0 < 1.

2.2 Ideais e Filtros

Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Um subconjunto S C A diz-se dirigido
se é nao vazio e todo o par de elementos de S tem um limite superior em 5. (A, <) é um
dominio indutivo se todo o subconjunto dirigido S C A tem supremo \/ .S. Um dominio
indutivo com elemento inicial é uma ordem parcial completa.

Seja (A, <) uma ordem parcial completa. Um elemento a € A diz-se finito ou compacto
se, para todo o conjunto dirigido S C A, ¢ < VS5 = Jz € 5:a <z . O conjunto
de todos os elementos finitos de A é representado por B, ou K(A) e chama-se a base de
A. A diz-se algébrica se todo o elemento de A for supremo de algum conjunto dirigido
de elementos finitos de A; ou seja, € A = 35 C K(A) : 2 = V5. Diz-se que A é
consistentemente completa se todo o conjunto X C A que tenha um elemento maximal,
tem supremo. A é um dominio de Scott sse é algébrica, consistentemente completa e o
conjunto K(A) é contavel.

Os elementos finitos de um reticulado completo formam um sub-semi-reticulado dis-
juntivo.

Notagao: Sendo 5 e X conjuntos, escrevemos S C; X se S é um subconjunto finito
de X. Denotamos por P(X) o conjunto de todos os subconjuntos de X e por P;(X) o
conjunto dos subconjuntos finitos de X.

Seja (A, <) um semi-reticulado disjuntivo. Um subconjunto I C A diz-se um ideal se
o S Qf I = \/S el
cacl = [(a)C1

Ou seja, um ideal de A é um conjunto dirigido I C A tal que I =|([I).

Os ideais de um semi-reticulado sdo os conjuntos da forma f_l(O) sendo f: A — 2 um
homomorfismo de semi-reticulados disjuntivos [7].

Para qualquer a € A, o subconjunto |(a) é o menor ideal de A que contém a e designa-se
wdeal principal gerado por a.

Seja (A, <) uma ordem parcial e seja Idl(A) o conjunto dos ideais de A, ordenados por
inclusdo. (Idi(A),C) é uma ordem parcial completa algébrica, geralmente denominada
completacdo por ideais de A.
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2. CONCEITOS MATEMATICOS PRELIMINARES 7

O conceito dual ao de ideal é o conceito de filtro. Seja (A, <) um semi-reticulado
conjuntivo. Um subconjunto F C A diz-se um filtro se

OngFi/\SEF
cacF = l(a)CF

Os filtros de um semi-reticulado sdo os conjuntos da forma f_l(l) sendo f: A — 2 um
homomorfismo de semi-reticulados conjuntivos [7].

Para qualquer a € A, o subconjunto [(a) é o menor filtro de A que contém a e designa-
se filtro principal gerado por a.

Seja A um reticulado. Um ideal I C A diz-se primose 1 € I,eaANbe [ = a €1 ou
b € I. Dualmente, um filtro F' C A diz-se primo quando 0 ¢ F,eaVbe€ F = a € F ou
b e F. Sendo a € A, dizemos que o elemento a é primo se o ideal |(a) é primo.

Sendo f: A — 2 um homomorfismo de reticulados, I é um ideal primo sse I = f_l(O)
e F é um filtro primo sse F' = f (1).

Verifica-se que: I C A é um ideal primo sse A\7 é um filtro; F* C A é um filtro primo
sse A\F é um ideal.

Seja A um local. Um filtro F' C A diz-se completamente primo se verifica \/ § € F =
da € 5: a € F. Todo o filtro completamente primo pode ser identificado com f_l(l),
sendo f: A — 2 um homomorfismo de locais.

Dada uma algebra booleana A, um filtro primo ¥ C A é um ultrafiltro se Va € A,a €
FouaeF.

Os ultrafiltros de A sdo precisamente os conjuntos f_l(l) em que f: A — 2 éum
homomorfismo de dlgebras booleanas.

Certos locais tém uma propriedade de separacao andloga a usada na definicio de
ultrafiltros, que é a seguinte: para quaisquer elementos a, b do local tais que a £ b, existe
um filtro completamente primo F tal que a € F e b ¢ F. Os locais nestas circunstancias
dizem-se espaciais ou com pontos suficientes.

Um local A diz-se coerente quando verifica as seguintes condi¢oes:
(i) Todo o elemento de A pode ser expresso como uma disjuncao de elementos finitos.
(ii) K(A) é um sub-reticulado distributivo de A.

Um local é coerente sse é isomorfico ao local dos ideais de um reticulado distributivo.
Todo o local coerente é espacial.

2.3 Espacgos Topoldogicos

Dado um conjunto | X |, uma topologia (X ) é uma familia de subconjuntos de |X|
fechada para intersec¢oes finitas e unioes arbitrarias. Aos elementos da topologia chamam-
se abertos. Note-se que o conjunto () e | X| sdo sempre abertos de qualquer topologia sobre
| X|, uma vez que O =0 e N0 = |X|. Aopar < |X|,Q2(X) > chama-se espago topoldgico.

Evidentemente, o conjunto P(|X|) constitui uma topologia de | X |, designada de topolo-
gia discretade | X |; {0, |X |} forma também uma topologia, chamada a topologia indiscreta
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de | X|.

Uma familia B de abertos diz-se uma base da topologia, se cada aberto da topologia
poder ser representado por uma unido de elementos de B.

Uma familia & de abertos diz-se uma sub-base, se a familia de todas as interseccoes
finitas de elementos de & é uma base do espaco topolégico.

Sendo X um espaco topoldgico, um conjunto Y C |X| diz-se fechado sse o seu com-
plemento Y é aberto. Portanto, dualmente ao caso em que temos conjuntos abertos,
as disjuncoes finitas e conjuncbes arbitrarias de conjuntos fechados sdo ainda conjuntos
fechados.

Sendo S C | X|, chamamos fecho de S (e escrevemos CI(,9)) ao menor conjunto fechado
que contém S; ou de outro modo, CI(.S) corresponde & intersecgao de todos os fechados
de X que contém S. Um subconjunto S de | X| diz-se densose CI(S) = |X].

Um conjunto Y C | X | pode ser simultaneamente aberto e fechado, e nesse caso diz-se
que Y é um clopen (da terminologia inglesa).

Um fechado F' diz-se irredutivel se sempre que existirem fechados G; (1 <7 < n) tal
que F' C |, G; entao F C G, para algum G.

Seja X um espaco topolégico. Um conjunto S C | X| é uma vizinhanca de x € | X| se
existir um aberto O tal que x € O e O C §.

Seja S uma coleccdo de subconjuntos de um conjunto X e A C X. Diz-se que § é uma
cobertura de A se A C |JS5. Neste caso, uma subcobertura de S é qualquer subconjunto
de 5 que é ainda uma cobertura de A. No caso de X ser um espaco topoldgico, diz-se
que S é uma cobertura de abertos de um conjunto A C | X| se S é uma cobertura e todos
os elementos de § sdo abertos.

Um conjunto C' C | X| diz-se compacto quando toda a cobertura de abertos de C' tem
uma subcobertura finita; ou seja, dado S C Q(X),

cclys = 35.¢ 5 cclys,

O conjunto Q(X) dos abertos de uma topologia com a ordem de inclusdo tem a estrutura
de um local, uma vez que é fechado para interseccoes finitas, reunides arbitririas e satisfaz

a distributividade infinita O N (Y, 0;) = U;(0 N O;).

Vejamos agora as condi¢bes de separacdo que caracterizam o grau com que uma
topologia consegue distinguir pontos.

Seja X o espago topolégico < |X|[,2(X) >. Diz-se que o espago topoldgico X é
Hausdorff ou T, se para cada par de pontos & # y, existem dois abertos disjuntos que
contém, respectivamente, z e y. Um espaco topoldgico diz-se T se para cada par de
pontos © # y, existe um aberto que contém 2z e ndo contém y. Um espaco topologico é
T, se para cada par de pontos distintos, existe um aberto que contém um dos pontos mas
nao os dois. Evidentemente, Ty, = T} = Tj.

A no¢ao de separagao estd ligada uma relagao de especializacao que a topologia (X')
gera em | X |, e que se define do seguinte modo: sendo z,y € | X|,

=y sse VO e QUX), 2€60=yec0

Maria Joao Frade Mestrado em Informatica - UM 94



2. CONCEITOS MATEMATICOS PRELIMINARES 9

Esta relacdo é designada por pré-ordem de especializacio em X. z < y pode ser lido por
“x é menos especifico que y”.

Dado um espago topolégico X =< |X|,Q(X) > verificam-se as seguintes propriedades
[7]:

o O espaco topoldgico X é Ty sse a pré-ordem de especializacdo em X é uma ordem
parcial.

o O espaco topoldgico X é T sse a pré-ordem de especializacdo em X é a identidade.

Dados dois espacos topolégicos X e Y com o mesmo conjunto portador | X| = |Y], se
tivermos Q(X) C Q(Y) C P(|X]) (i.e., cada aberto em X é também um aberto em Y)
entdo diz-se que o espaco topoldgico X é mais grosseiro do que Y ou que Y é mais fino
do que X.

Seja (D, <) um dominio indutivo. A topologia de Scott é a topologia constituida por
conjuntos O C D tais que

(i) €0 = Nz)CO
(ii) Para todo o conjunto dirigido S C D, \VS€O = SNO#0

A familia de conjuntos [(z), com @ € K(D), constitui uma base da topologia de Scott
sobre D.

Sejam X =< | X[, X)>eY =< |Y[,Q(Y) > dois espagos topolégicos e f : | X| — |Y|
uma funcdo. Diz-se que f é continua num ponto x € | X | se qualquer que seja a vizinhanga
N de f(x) existe um vizinhanca M de x tal que f(M) C N. Dizemos simplesmente que
f & continua se f for continua em todos os pontos de X.

Equivalentemente, f é uma fun¢do continua nos espacos topolégicos X para Y, se para
qualquer aberto O € Q(Y), f~1(O) é um aberto de Q(X).

Sendo f : |X| — |Y| uma funcao continua, f~* pode ser vista como uma funcao de Q(Y)
para Q(X), f7! : Q(Y) — Q(X) que preserva intersec¢oes finitas e reunides arbitrarias,
sendo portanto um homomorfismo de locais.

2.4 Categorias - Alguns conceitos

Nesta seccdo serao apenas apresentados alguns dos conceitos fundamentais da teoria
das categorias. Muitos conceitos e resultados importantes ficardo por expor, mas poderdao
ser encontrados em [11, 10, 13].

Definigdo 2.1 Uma categoria C é uma entidade que se caracteriza por:

(i) Uma classe de objectos (normalmente representados por letras maitsculas A, B, C,

).

(ii) Uma classe de morfismos (normalmente representados por letras mindsculas f, g,
h, ...). Cada morfismo tem associado um dominio e um codominio que sao objectos
de C. Para exprimir que “f é um morfismo de dominio A e codominio B” escreve-se
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f:A— B ou AL B

iii) Uma regra de composicdo que toma dois morfismos f : A — B e : B—=(C e
g posicao q g
constréi o morfismo go f: A — C tal que

— A composicdo de morfismos é associativa; isto é, para quaisquer morfismos

ftA—=B, g: B—=C, h:C—=D
ho(gof)=(hog)of

— Para cada objecto A existe um morfismo identidade 1dy : A — A que é tal
que para quaisquer f: A — B e ¢g: C — A se verifica

foidys=f e idgog=yg

Os exemplos mais vulgares de categorias sdo as chamadas categorias concretas em
que os objectos sdo conjuntos com uma dada estrutura e os morfismos sdo funcoes que
preservam a estrutura. Exemplos de tais categorias sdo:

Set cujos objectos sdo os conjuntos e os morfismos funcoes totais.

PoSet cujos objectos sdo conjuntos parcialmente ordenados e os morfismos sdo homo-
morfismos de conjuntos parcialmente ordenados.

SLat cujos objectos sdo semi-reticulados e os morfismos sao homomorfismos de semi-
reticulados.

Lat cujos objectos sdo reticulados e os morfismos sdo homomorfismos de reticulados.

DLat cujos objectos sdo reticulados distributivos e os morfismos sdo homomorfismos de
reticulados.

Bool cujos objectos sdo dlgebras booleanas e os morfismos sdo homomorfismos de dlgebras
booleanas.

Existe uma categoria cujos objectos sdo categorias e cujos morfismos preservam a
estrutura entre categorias. A estes morfismos chamam-se functores.

Definigdo 2.2 Sejam C e D categorias. Um functor F': C — D é uma transformacao
que converte cada objecto A de C num objecto F(A) de D e converte cada morfismo

f:+ A— BdeC num morfismo F(f): F(A) — F(B) de D, tal que
(i) F(ida) = idpeay , paratodo o objecto A em C
(ii) F(go f) = F(g)o F(f) , sempre que go f esteja definido.

a

Alguns exemplos:

e Para toda a categoria C existe o functor identidade I que transforma os objectos
e os morfismos de C neles préprios.
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¢ Uma classe importante de functores sdao os chamados functores esquecimento (que
normalmente representamos por |.|) que aplicados a uma categoria concreta fazem
“esquecer” a totalidade ou parte da estrutura dos objectos.

Tendo definido funcbes de uma categoria para outra — functores — continuaremos a
definir transformacgoes que preservam a estrutura, agora entre dois functores.

Definigdo 2.3 Sejam C e D categorias e sejam F' e G functores de C para D. Uma
transformagdo natural n de F para G, que se escreve i : F = G, é uma funcdo que
associa a cada objecto A em C um morfismo 74 : F(A) — G(A) em D tal que para todo
o morfismo f : A — B em C o seguinte diagrama comuta

F(A) A Ga)

a

Definigdo 2.4 Uma adjuncdo entre as categorias C e D caracteriza-se por:
e um functor F': C — D;
e um functor G : D — C;
e uma transformacdo natural 1 : I — (G o F);
o uma transformacdo natural ¢ : (F'oG) = Ipy;
tal que

Para cada objecto X em C e morfismo f: X — G(Y) em C, existe um tnico
morfismo f: F(X) — Y em D, tal que o seguinte diagrama comuta

X X G(FP(X)

Para cada objecto Y em D e morfismo g : F(X) — Y em D, existe um tnico
morfismo g : X — G(Y) em C, tal que o seguinte diagrama comuta

F(X)
F@| N\
F(G(Y)) =+ ¥

Nestas condigoes dizemos que:
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e (I, ) é um par de functores adjuntos.
e ["é o adjunto a esquerda de G (e escreve-se, F' 4 ().
o (i é 0 adjunto a direita de F' (e escreve-se, G + F).
A transformacao natural n é chamada a unidade da adjuncdo, e ¢ a co-unidade da

adjuncao.
O

A existéncia de uma unidade de adjuncdo, implica a existéncia de uma co-unidade e
vice-versa. Portanto, basta encontrar uma unidade ou uma co-unidade para estabelecer
uma adjunc¢do entre dois functores.

A adjuncao ocorre quando existe uma correspondéncia exacta entre os morfismos de
F(X) para Y e os morfismos de X para G(Y)

x L px)
GY) g ¥

Esta bijeccdo é muitas vezes representada, esquematicamente, por

X — G(Y)
F(X)—Y

2.5 Dualidade de Stone

Nesta seccdo vamos analisar os espacos topoldgicos em termos do conjunto dos seus
abertos [7, 1].

Se X é um espaco topolégico, o conjunto (X) dos abertos de X (com a inclusao
de conjuntos como relacao de ordem) é um reticulado completo que satisfaz a lei de
distributividade infinita: sendo a € Q(X)e S C Q(X),

anNVS=V{ans|seS§}

Sendo X e Y espacgos topoldgicos e f : X — Y uma funcdo qualquer de X para Y,
sabe-se que f~': P(Y) — P(X) é um homomorfismo de dlgebras booleanas completas;
se a funcao f for continua, entao f~* restrita a Q(Y) — Q(X) preserva conjungoes finitas
e disjuncbes arbitrarias. Isto motiva as seguintes definicoes:

o A categoria Frm de frames é a categoria cujos objectos sdo reticulados completos
que satisfazem a lei da distributividade infinita, e cujos morfismos sdao funcoes que
preservam conjuncoes finitas e disjuncoes arbitrarias.

o A categoria Loc de locais é a categoria dual da categoria Frm. Os morfismos de
Loc designam-se fungoes continuas.
Q2 é o functor Top — Loc que transforma um espaco topoldgico X no local Q(X)
dos seus abertos, e uma funcdo continua f: X — Y na funcdo f~!: Q(V) — Q(X).
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Portanto, “frame” e “local” sdo termos sinénimos quando nos estamos a referir apenas
a estrutura algébrica dos objectos destas categorias, independentemente do contexto
categorial aonde eles possam vir a estar inseridos. No entanto, nestas circunstancias,
o termo “local” serd preferido ao longo deste trabalho.

Note-se que Frm é uma categoria concreta cujos objectos sdo conjuntos com uma
dada estrutura algébrica, e cujos morfismos sdo funcdes que preservam essa estrutura e,
consequentemente, mais facil de manipular. Dai que muitas vezes se estude Loc via Frm.
Mas é a topologia Loc que se coloca em alternativa & categoria Top, e que serd portanto
o principal objecto de estudo.

Notagao: Dado um morfismo f : A — B em Loc, denota-se por f* o morfismo
correspondente B — A em Frm.

Dado um local, poder-se-d encontrar um espaco topologico que “melhor se aproxime”
dele ¢

Dado um espaco topolégico X, podemos identificar os pontos do espaco X com as
funcoes continuas 1 — X, onde 1 denota o espago constituido por um tdnico ponto.

E portanto razodvel definir um ponto de um local A como sendo uma funcdo continua
2 — A; ou seja, um morfismo de frames p : A — 2. Qualquer morfismo deste tipo é
completamente determinado pelo conjunto p~*(1), que constitui um filtro completamente
primo de A, ou por p~'(0) que constituf um ideal principal primo. Portanto, os pontos
de A correspondem (bijectivamente) aos elementos primos de A, ou seja, elementos que
geram ideais principais primos.

O conjunto dos pontos de um local A, denota-se por pt(A).

Sendo a € A define-se £%(a) como sendo o conjunto de pontos p : A — 2 tal que
pla) =1. %+ A — P(pt(A)) é um homomorfismo de frames. A imagem de %, % (A), é
uma topologia sobre pt(A).

Daqui para a frente vamos considerar pt(A) como o espaco topolégico, com a topologia
dada pela imagem de €% . Podemos ver entdo ¢4 como uma funcdo continua Q(pt(A4)) — A
em Loc. Isto permite definir a transformacao natural ¢ : (Q o pt) — I, que associa a
cada local A o morfismo €4 que é tal que, sendo a € A, ¢%(a) = {p: A — 2| pla) = 1}.
pt define um functor Loc — Top.

O functor pt : Loc — Top éo adjunto & direita de Q : Top — Loc ec : (Qopt) = I1,6¢
é a co-unidade dessa adjuncio.

ApI(A)) = A

Em geral, a funcdo €% : A — Q(pt(A)) ndo é um isomorfismo de frames. Para o ser, a
frame A terd de satisfazer a seguinte condicao: Va,b € A, (a £ b = Jp € pt(A) : p(a) =
1 ep(b) = 0) ou seja, A deverd ser um local espacial (ou com pontos suficientes). Um
local A é espacial quando pt(A) é tal que A = Q(pt(A)).

E claro que sendo X um espaco topoldgico, Q(X) é um local espacial.
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Sendo X um espago topologico, como poderemos compard-lo com pt(Q(X)) ?

Os pontos de Q(X) correspondem aos seus elementos primos. Sabe-se que o comple-
mento de tais elementos sdo fechados irredutiveis. Sabe-se também que para qualquer
z € | X| o fecho de {az} é irredutivel. Isto define uma funcao nx : X — pt(Q(X)).

A familia de func¢bes nx permite definir a transformacdo natural 7 : ITop = (pto Q)
que é a unidade da adjuncao pt - Q

X X p(Q(X))
f pt(f)

pt(A)

Quando nx é uma bijeccdo diz-se que o espaco X é sobrio. Ou seja, X é sdbrio quando
todo o fechado irredutivel de X for o fecho dos subconjuntos singulares de | X]|.
Um espago topoldgico X é sébrio quando (X)) é tal que X = pt(Q(X)).

Alguns resultados importantes [7]:

e Um espago X é T sse nx : X — pt(2(X)) é injectivo.

Todo o espaco sébrio é Tj.

Todo o espaco T5 é sébrio.

Para todo o local A, o espago pt(A) é sébrio.

Definem-se mais duas categorias:

Sob C Top a subcategoria dos espacos sdbrios.

SLoc C Loc a subcategoria dos locais espaciais.

A adjuncio existente entre os functores 2 : Top — Loc e pt: Loc — Top da origem
a uma equivaléncia entre as categorias Sob e SLoc.

e A inclusdo Sob — Top tem por adjunto a esquerda o functor pt o €2.
e A inclusdo SLoc — Loc tem por adjunto a direita o functor Q o pt.

Sejam A e B dois locais coerentes. Diz-se que uma funcdo continua f : B — A é
coerente se a imagem dos elementos finitos de A por f* sdo elementos finitos de B; ou
seja, f*(K(A)) C K(B).

Denota-se por CohLoc a categoria dos locais coerentes cujos morfismos sdo funcoes
continuas coerentes. A categoria DLat é a categoria dual de CohLoc.

Seja X um espaco topolégico. O local Q(X) é coerente sse a familia K(Q(X)) dos
abertos compactos de X é fechada para interseccdes finitas e constitui uma base da
topologia de X.

Diz-se que um espago topolégico X é coerente se é sébrio e (X ) é um local coerente.
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CohTop ¢ a categoria dos espacos topoldgicos coerentes e cujos morfismos sdo funcoes
continuas coerentes. A categoria DLat é dual & categoria CohTop.

Podem-se definir os functores Q : CohTop — CohLoc e pt: CohLoc — CohTop .
Para qualquer local coerente A

A= Q(pt(4))
e para todo o espaco topolédgico coerente X

X = pt(Q(X))
Este isomorfismo entre locais coerentes e espagos topoldgicos coerentes também se estende
aos morfismos das duas categorias. Verifica-se assim o seguinte isomorfismo de categorias

CohTop ~ CohLoc ~ DLat®?

Um espaco topoldgico coerente e T, designa-se por espaco de Stone. Denota-se por
Stone a categoria cujos objectos sdo espacos de Stone e cujos morfismos sdo funcoes
continuas.

Dado um reticulado B, os elementos primos de Idl( B) sao precisamente os ideais primos
de B.

O functor esquecimento de Frm para DLat tem como adjunto a esquerda o functor
Idl que pega num reticulado distributivo e da a sua completacdo por ideais.

Dado um reticulado distributivo A, define-se Spec(A) como sendo o conjunto dos filtros
primos de A (isto é, conjuntos da forma f~(1), sendo f: A — 2 um homomorfismo de
reticulados) com a topologia gerada por

U, ={f'(1)€ Spec(A)|a€ f71 (1)} , com a€ A
verifica-se que
Spec(A) = pt(Idi(A))

Seja A um reticulado distributivo. Spec(A) é T; sse A é uma &lgebra booleana.
A categoria das algebras booleanas Bool é dual da categoria, Stone, dos espacos de
Stone

Stone ~ Bool”
Verifica-se ainda que [1]:

¢ O functor esquecimento da categoria dos reticulados distributivos para a categoria
dos semi-reticulados conjuntivos MSL tem um adjunto a esquerda L, em que

L(A)={l(X)]| X € P;(A)}, ordenada por inclusdo.

e Para qualquer semi-reticulado conjuntivo A, define-se Filt(A) como sendo o con-
junto de todos os filtros de A, com a topologia definida exactamente como para
Spec(A). Verifica-se entdo que

Filt(A) = Spec(L(A)) = pt(IdI(L(A)))
o Verifica-se que
AlgLat ~ MSL°?

em que AlgLat é a subcategoria cheia de CohTop dos reticulados algébricos com
a topologia de Scott.
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3 Agentes

Comunicagdo e concorréncia sao nogoes essenciais a compreensio de sistemas complexos
que evoluem ao longo do tempo. Um sistema complexo pode ser entendido como um
conjunto estruturado de componentes mais simples que podem evoluir concorrentemente
ou independentemente umas das outras, mas que cooperam para um objectivo comum.
Subjacente a esta nogdo estd o principio de que as componentes em que um sistema pode
ser decomposto tém um elevado grau de independéncia mitua e tém uma identidade
que persiste ao longo do tempo. A estes componentes daremos o nome de agentes.
O modo como um sistema é decomposto em agentes depende do nosso interesse e do
nivel de abstraccdo que queremos alcancar. Assim, um agente que para algum propédsito
tenha sido considerado atémico, para outro pode ser decomposto em subcomponentes
que interactuam. Um agente representa, assim, a unidade bdsica de construcdo de um
sistema. Aquilo que caracteriza um agente, e que o distingue dos restantes, é o facto de
ele ter um dado comportamento. Esse comportamento é, em parte, caracterizado pelos
seus evenlos.

FPventos sao entidades atéomicas que ocorrem num dado instante. O comportamento
de um agente é determinado pelas possiveis sequéncias de eventos que podem ocorrer.
Isto significa que, para um agente, o tempo pode ser visto como uma entidade discreta,
marcada pela ocorréncia dos seus eventos atémicos.

Uma caracteristica muito importante dos agentes é o facto deles poderem interactuar
uns com os outros através da ocorréncia de eventos partilhados. A comunicacdo entre
dois agentes é estabelecida pela ocorréncia de um mesmo evento, simultaneamente, em
ambos os agentes. A esta partilha de eventos chama-se sincronismo.

O préprio sistema deve ser encarado como um agente cujo comportamento é definivel
em termos do comportamento dos agentes que o compoem, e que, por sua vez, poderd
ser um componente de um sistema maior.

A sequéncia de eventos que caracteriza um agente no contexto de um determinado
sistema chama-se ciclo de vida do agente nesse sistema. Convém notar que um agente
pode ter ciclos de vida distintos, conforme o contexto onde esta inserido. Portanto, um
agente tem associado o conjunto de todas as sequéncias de eventos que tém possibilidade
de serem o seu ciclo de vida. A essas sequéncias de eventos chamam-se tracos. Ao
conjunto de tracos que estd associado a um agente chamamos comportamento do agente.
Repare-se que os eventos de um agente correspondem a tarefas potenciais que podem ou
nao ser executadas. Os tragos representam as potenciais sequéncias de eventos do agente.
De entre todos os tracos de um agente, hd apenas um traco particular que corresponde
a sequéncia de eventos que realmente ocorrem dentro de um dado sistema. Esse trago é
o ciclo de vida do agente dentro desse sistema. O comportamento de um agente, sendo
o conjunto de todos os seus tracos, representa todo o possivel “funcionamento” do agente.

Ao longo deste trabalho iremos desenvolver uma metodologia de especificacdo orientada
a0 comportamento que terd como unidade basica de especificacdo o agente.

Neste capitulo, vamos apresentar um formalismo que nos permite descrever e raciocinar
acerca do comportamento de sistemas concorrentes. Através da légica podemos descrever
sistemas de raciocinio sobre determinado dominio. O nosso dominio de estudo serd o
comportamento de agentes, pelo que nao é de estranhar que, formalmente, um agente
venha a ser encarado como um sistema logico. Vejamos, antes de mais, como podemos
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descrever genericamente um sistema logico.
3.1 Sistemas Formais

Um sistema formal (ou sistema logico) pode ser usado para descrever sistemas de
raciocinio acerca de um dado dominio ou de determinada entidade.

Para podermos descrever as caracteristicas ou propriedades das entidades, necessitamos
de ter uma linguagem que, por um lado, seja suficientemente rica para poder expressar
todas as caracteristicas que queremos capturar das entidades e que, por outro lado, nao
seja ambigua e possa ser formalmente descrita de um modo simples.

Apoiado na linguagem, é normal que exista um sistema de inferéncia que permite
deduzir novas caracteristicas das entidades que estamos a analisar, com base noutras ca-
racteristicas conhecidas a partida. Esses sistemas de inferéncia sao normalmente descritos
por um conjunto de regras de inferéncia.

Assim, genericamente podemos dizer que um sistema formal é constituido por:

— Uma linguagem formal, definida a custa de um alfabeto de simbolos e de um
conjunto de regras sintdcticas para a formacdo das frases da linguagem, as quais
chamamos asser¢oes.

— Um conjunto de regras de inferéncia, que permitem obter uma assercao como sendo
consequéncia de um conjunto de asserc¢oes.

Podemos entao caracterizar um sistema formal através de seis entidades
<0, ¥, V,8.CF>

em que ), Y7, Y.V, C caracterizam a linguagem formal e - caracteriza a relagdo de con-
sequéncia gerada por um conjunto de regras de inferéncia.

As asser¢oes da linguagem nao sdo mais do que casos particulares de expressoes-A com
tipos. Assim, temos:

e Um conjunto de espécies €.

e Uma assinatura, Xp, constituida por operadores
fiw—s , comwe", s

A esta assinatura, X7, chamaremos, assinatura de termos.
e Uma familia de conjuntos de varidveis V = {V,},cq, um para cada espécie.

e Uma assinatura ¥ de asser¢ées primitivas
p:w , com wé€ N
e Uma familia de conjuntos de conectivas C = {C;}icr, I C IN, de aridade 1.
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o Uma relagdo de consequéncia, -, gerada pelas regras de inferéncia e que em seguida
se apresentard em detalhe.

As entidades Q, Y7,V % e C, determinam completamente o conjunto de assercoes da
linguagem através das seguintes regras de geracdo:

o < Q. %7,V >, juntamente com as regras usuais do A-calculus com tipos, gera um
conjunto de termos de base.

e Se p: s Sy...8, é uma assercao primitiva de X, com sy, 89, ..., 8, € Q,esety, ls, ..., 1,
sao termos de espécie sy, s, ..., S,, respectivamente, entao p(t,ts,...,t,) é uma
asser¢ao (atémica, ou seja, nao susceptivel de ser decomposta).

® Se pi,Pa, ..., Pn 530 assercoes e & € C, é uma conectiva n-aria, entao O(py, pa, vy Pr)
é uma assercao.

Sendo < € C; e O € C, (isto é, & é uma conectiva undria e O uma conectiva bindria) e
p e q asser¢oes, é normal escrever &(p) e O(p, ¢) na forma <p e pOg, respectivamente.
Denotaremos por F, o conjunto de todas as assercoes do sistema.

Para além da linguagem formal que acabamos de descrever, um aspecto essencial de
um sistema légico sdo, como ji vimos, as regras de inferéncia desse sistema, pois é o
mecanismo que nos leva a encarar uma légica, como um sistema de raciocinio. Essas
regras de inferéncia vao ser responsaveis pela geracdo da relacdo de consequéncia -, que
é a relacdo que impde seméntica na linguagem.

Para este trabalho estamos interessados em sistemas de raciocinio monoténico e como
tal, a definicdo de relacdo de consequéncia é dada da maneira que se segue. Usaremos
as letras I', A, O, ..., para representar conjuntos de assercoes e as letras A, B, (... para
representar assercoes.

Definigao 3.1
Uma relagao de consequéncia em F', &, € uma relagao bindria entre o conjunto P(F)

das partes de F e o conjunto ' (FC P(F)x F' ) que satisfaz as sequintes propriedades:
sejam I'A € P(F) e A,C€F,

(i) se Ael entio I'+ A (inclusao)
(ii) se ' A entio I''AF A (monotonia)
(i) se I'HFC e A CHA entaio T'AFA (corte)
a

I'F A deve ser lido: “A é uma consequéncia de I'” ou “I" infere A”. A virgula representa
a unido de conjuntos. Assim, I', A significa I' UA e A, C significa A U{C'}.

E frequente representar as propriedades que caracterizam uma relacao de consequéncia
através das seguintes regras de inferéncia:
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para todo Ael

Inclusao: r=4A 7’
r A
Monotonia: IAFA

reC A CFHA
Corte: IAFA

A barra horizontal 1&-se “se ... estdo ...”. Os elementos por cima da barra sdo chamados
premissas e ao elemento que estd por baixo da barra chama-se conclusdo. Vejamos o
significado destas regras de inferéncia:

¢ A inclusido diz-nos que se uma assercao A é tomada como pressuposto entido ela é
uma consequéncia valida.

e A monotonia diz-nos que, sendo A uma consequéncia de I', se acrescentarmos mais
pressupostos a I' continuamos a poder concluir A.

e O corte diz-nos que se a assercdo A é uma consequéncia do conjunto de pressupostos
A e do pressuposto (', entao A pode ser inferivel a partir de A e de um conjunto
de pressupostos I' que infiram C.

Portanto, uma relacdo de consequéncia tem de verificar as propriedades de inclusdo,
monotonia e corte. No entanto, cada relacio de consequéncia, em particular, pode
verificar outras propriedades, para além das definidas acima, que caracterizam essa relacdo
e que a distingue das restantes relacoes de consequéncia que é possivel definir sobre a
linguagem. Essas propriedades podem ser dadas por regras de inferéncia adicionais.

E normal que dentro do problema que estamos a descrever utilizando a linguagem
légica, existam consequéncias I' = A que desejamos que sejam sempre validas.

Pode acontecer que a validade de tais consequéncias venha directamente do significado
do préprio problema, ndo existindo na definicio da relacdo de consequéncia nada que
force que tal ocorra.

Se pela andlise do problema que estamos a descrever chegarmos a conclusdo que
existe um conjunto de consequéncias {I'y - Ay,...,I', F A,} que sdo sempre vélidas,
as provas que possamos construir para raciocinar acerca do problema descrito, tém de ser
condicionadas por este facto. As consequeéncias I'; F A; nestas circunstancias chamaremos
axiomas e a sua insercdo no sistema de regras de inferéncia faz-se introduzindo regras que
traduzam esse facto. Assim, cada axioma dard origem a um regra sem premissas e com o
axioma como conclusdo. Ou seja, para cada axioma I'; F A; temos a regra de inferéncia

T, - 4

Um sistema légico, como sistema de raciocinio que é, permite deduzir as consequéncias
vélidas (elementos da relagdo de consequéncia) partindo dos axiomas e regras de in-
feréncia. Para vermos como pode ser feita a construcdo de deducbes e provas vamos,
antes de mais, dar a definicdo de arvore de prova e arvore de deducéo.

Cada regra de inferéncia pode ser vista como uma arvore cujos nodos sdo as con-
sequéncias que estdo envolvidas na regra. Assim, a regra de inclusdo é representada por
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uma arvore com um s6 nodo, a regra de monotonia por uma arvore com dois nodos e a
regra de corte por uma arvore com trés nodos. A raiz da arvore é a conclusdo da regra e
as folhas sdo as premissas, pelo que representamos a raiz da arvore em baixo e as folhas
em cima. Uma consequéncia também pode ser vista como uma arvore de um sé nodo.
Vendo as regras de inferéncia como arvores, o processo de deduc¢do, usando as regras de
inferéncia, pode ser encarado como a construcdo de arvores.

Definigao 3.2
O conjunto de arvores de prova, para a relacdo de consequéncia em F, € o menor
conjunto de drvores que:

(1) Contém todas as drvores de um so nodo que sio axiomas.

(2) Para quaisquer n d@rvores (n € IN)Ty,... T, que tenham como raizl'y F Ay,... I, F
A, respectivamente, e para toda a instancia de uma regra de inferéncia que tenha
IiF A, ..., T, F A, como premissas e conclusdo I' - A, a drvore T de raizI' - A
e com sub-darvores T',...,T,, € uma drvore de prova.

O

Definicao 3.3
O conjunto de arvores de deducgao, para a relagdo de consequéncia em F', € o menor
conjunto de drvores que:

(1) Contém todas as drvores de um so nodo.

(2) Para quaisquer n d@rvores (n € IN)Ty,... T, que tenham como raizl'y F Ay,... I, F
A, respectivamente, e para toda a instancia de uma regra de inferéncia que tenha
IiF A, ..., T, F A, como premissas e conclusdo I' - A, a drvore T de raizI' - A
e com sub-darvores T',...,T,, € uma drvore de prova.

O

Portanto, numa arvore de prova cada ramo da arvore é sempre terminado por um
axioma, ou dito de outro modo, todas as folhas de uma arvore de prova sdo axiomas.
Numa arvore de deducdo, as folhas da arvore podem ndo ser axiomas, sendo apenas
tomadas como premissas.

Definicao 3.4

Uma consequéncia I' F A diz-se demonstravel, na relacio de consequéncia em F,
se existir wma drvore de prova, para a relacdo de consequéncia em F, que tenha a
consequéncia I' = A como conclusdo.

Uma consequéncia I' = A demonstrdvel denota-se por I' - A.
O

Lema 3.1
Toda a consequéncia demonstrdvel, numa relacdo de consequéncia em F', € um elemento

dessa mesma relacdo.
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Prova: Trivial; uma vez que a relacdo de consequéncia é gerada pelas regras de inferéncia
que sao o suporte da construcido da arvore de prova.
O

Se repararmos na definicio de relacdo de consequéncia, podemos ver que nada nos é
dito acerca da cardinalidade dos conjuntos de pressupostos dos elementos da relagdo.
Portanto, podemos ter I' F A sendo I' um conjunto infinito de pressupostos. Uma relacdo
de consequéncia que consinta conjuntos infinitos de pressupostos nao parece muito util
para a construcdo de provas, uma vez que uma prova deve ser algo finito.

Mas, podemos ter conjuntos infinitos de pressupostos que, mesmo assim, podem ser
manipulados (no que se refere a relagao de consequéncia) em termos de conjuntos finitos.

Definigao 3.5
Uma relagdo de consequéncia b=, diz-se compacta quando I' = A se e s0 se existe um
subconjunto finito I'y de I' tal que I'y F A; isto €,

T'HA sse Iy G, I Iy A

Uma vez definida a relagdo de consequéncia em F, podemos extendé-la para uma relacio
bindria no conjunto P(F).

Definicao 3.6

Seja = uma relagao de consequéncia em F. Frxtendemos a relagio = C P(F) x F para
uma relagao bindria em P(F), - C P(F) x P(F), do sequinte modo:
sendo I', A € P(IF),

I'FA sse I'FA |, para todo Ac A

Fsta relacdo chama-se relagdo de consequéncia em P(F).
O

I' - A continua a ler-se: “I" infere A” ou “A é consequéncia de I'”. Pela definicdo,
sabemos que isto acontece se I' inferir cada uma das assercoes de A.

E facil de ver que a consequéncia I' - () é sempre vélida. Normalmente escrevemos I' -
em vez de I' - 0.

Com base nas propriedades da relacio de consequéncia em F, vamos agora investigar
as propriedades presentes na relacdo de consequéncia em P(F'). Essas propriedades serao
apresentadas na forma de regras.

Lema 3.2 (Inclusao)

Sejam I', A € P(F),

I A
TEA

para qualquer A" C A

Prova: Por definicio, I' - A sse I' = A | para qualquer A € A. Como A’ C A, temos
que YA € A’ T+ A, pelo que I' H A",
O
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Lema 3.3 (Reflexividade)
Seja A € P(F),
AFA

Prova: Sabemos que AF A sse AF A, paratodo A € A, o que é sempre verdade pela
propriedade de inclusdo da relacdo de consequéncia em F.
O

Lema 3.4 (Aumentatividade)
Sejam I', A, A € P(F),
'FA TFHA
I'EAA

Prova: Por definicdo, I' F A, A" sse I' - A, para todo A € AUA'. Como temos ' - A
e'F A’ sabe-se que VA€ A TF AeVA € AT F A, pelo que a condicdo é trivialmente
satisfeita.

O

Lema 3.5 (Monotonia)
Sejam ', T, A € P(F),
I'FA
IT'FA

Prova: Por definicdo, I' F A sse I' F A, para todo A € A. Pela monotonia da relacdo
de consequéncia, se I' b A entdo I',) 1Y F A. Pelo que, VA € A, I, I+ A, e portanto
II"EA

O

Dizemos que I' F A é um axioma, se para todo A € A, I' - A é um axioma.

Como é de esperar, os conceitos de drvore de prova e arvore de deducao para a relagdo
de consequéncia em P(F) vao ser conceptualmente iguais aos que foram dados para a
relacdo de consequéncia em F’, apenas diferindo no tipo da relacdo envolvida. Também
aqui podemos encarar uma regra de inferéncia como uma arvore que tem as premissas
como folhas e a conclusdo como raiz.

Definicao 3.7
O conjunto de arvores de prova, para a relagao de consequéncia em P(F'), € o menor
conjunto de drvores que:

(1) Contém todas as drvores de um so nodo que sio axiomas.

(2) Para quaisquer n drvores (n € IN )Ty, ..., T, que tenham como raizI'y F Ay, ... I, F
A, respectivamente, e para toda a instancia de wma regra de inferéncia que tenha
IiFAL..., T, F A, como premissas e conclusio I' - A, a drvore T de raizI' F A
e com sub-darvores T',...,T,, € uma drvore de prova.

O

Definicao 3.8
O conjunto de drvores de dedugdo, para a relacao de consequéncia em P(F'), € o
menor conjunto de drvores que:
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(1) Contém todas as drvores de um so nodo.

(2) Para quaisquer n drvores (n € IN)Ty,... T, que tenham como raizI'y F Ay, ... I, F
A, respectivamente, e para toda a instancia de wma regra de inferéncia que tenha
IiFAL..., T, F A, como premissas e conclusio I' - A, a drvore T de raizI' F A
e com sub-arvores Ty, ....T,, é uma darvore de prova.

O

Definicao 3.9

Uma consequéncia I' F A diz-se demonstravel, na relacao de consequéncia em P(F),
se existir uma drvore de prova, para a relagdo de consequéncia em P(IF'), que tenha a
consequéncia I' = A como conclusdo.

Uma consequéncia I' = A demonstrdvel denota-se por I' = A.
O

Lema 3.6
Toda a consequéncia demonstrdvel, numa relagdo de consequéncia em P(F), € um
elemento dessa mesma relacdo.

Prova: Trivial; uma vez que a relacdo de consequéncia é gerada pelas regras de inferéncia

que sao o suporte da construcido da arvore de prova.
O

Lema 3.7 (Corte)
Sendo C € F el',)1",A, A € P(}),

IFAC T',CFA
T,T'FA,A

Prova: T, CF A’ sse I",C' F A, para todo A € A’. Por outro lado, sendo 4 € A’ a
inferéncia

ITFAC  T.CFA
I,T'FA A

é sempre vilida como se pode comprovar pela arvore de deducdo

I'FA,C I'HAC

WEI"C)) rrc () M CEA (o

T,T'FA LA orte
T,T'FA A (Aum)

Como a inferéncia provada se verifica para um A € A’ arbitrario, por definicdo
acabamos de provar a inferéncia do lema.
O

Lema 3.8
Sendo I', 17, A, A" € P(}),
ITFA TVEA
DL IME AA
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Prova: A prova constréi-se facilmente pela seguinte drvore de deducio

TFA TF A
rF A Mo fpe g (Mem)

T, T FA,A

a

Lema 3.9 (Super-corte)
Sendo I', 1", A, A" € P(F) e © um conjunto finito de assergoes, ou seja, © C; F

A0 T,0F A
T F A, A

ProvA: Vamos provar esta regra por indugao no nimero de assercoes de © (dai a exigéncia
de O ser finito).

Como caso de base temos @ = ) que ja foi provado no lema anterior. Vejamos agora o
passo de indugdo: vamos provar que sendo esta regra vdlida para um conjunto com n — 1
assercoes, é valida para conjuntos com n asser¢des. Sendo @ um conjunto de n assercoes,
podemos escrever © = O\C U {C'} com C' uma qualquer asser¢ao em 0.

I'FAO I,0FA
TFA,O\C,C T,0\C,CF A
- p (Corte)
reae o I.I,0\CF A,0\C, A (nc)
TFA,0\C I.I,0\C F A, A e
T,TF A, A *)

(x) é vélido partindo do principio que a regra do super-corte é valida para conjuntos com
n — 1 assercoes.

A inducdo permite agora concluir o resultado pretendido.
O

A relacdo de consequéncia vista como relacdo binaria entre conjuntos de assercoes
pode conter elementos que tém conjuntos infinitos de assercoes do lado esquerdo e/ou do
lado direito da relacdo. No entanto, as relacdes de consequéncia mais interessantes serdao
aquelas em que mesmo esses elementos com conjuntos infinitos de asser¢des possam ser
manipulados em termos de conjuntos finitos.

Definicao 3.10
Dizemos que uma relagao de consequéncia em P(F') é compacta quando

I'FA 88€ Elrogfr VAong, Fol_Ao

O interesse especial que temos nas relacoes de consequéncia compactas prende-se com
o facto de serem estas relacGes, aquelas que terdo potencialidades para poderem, em
principio, ser calculadas através de um processo automdtico de prova.
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3.2 Caracterizacao dos Agentes

A nocdo de agente é fundamental na caracterizacdo de sistemas complexos. Como
vimos, os agentes evoluem pela ocorréncia de eventos que determinam o seu comporta-
mento.

De que maneira, a ocorréncia de um evento se ird reflectir nas propriedades
que esse agente exibe 7

A nossa definicao de agente serd orientada no sentido de tentar responder a esta questao.
A caracterizagdo formal de um agente serd feita pela definicdo de uma légica. Usaremos
a légica para descrever o relacionamento entre propriedades e eventos.

Essencialmente, um agente serd visto como uma entidade a que estdo associadas
propriedades e essas propriedades estdo ligadas a nocdo de evento e a causalidade entre
eventos e propriedades.

Na apresentacdo informal da nocao de agente feita até agora, encontramos muitas
semelhancas com os conceitos dados por Milner em [12] para o CCS. Tal como no CCS,
o agente é visto como a componente elementar de um sistema comunicante que tem uma
entidade prépria. No entanto, a caracterizacdo dos nossos agentes ndo serd feita em
termos de eventos com potencialidade de entrar em sincronismo com outros agentes, mas
sim em termos de assercoes que tém possibilidade de “ocorrer”.

A “ocorréncia” de asserc¢oes estd ligada a observacdo de propriedades no agente. Infor-
malmente, uma assercao “ocorre” quando “é vilida no instante presente”.

Ao contrdrio do CCS, onde os eventos sdo potenciais e 86 se tornam efectivos quando
sincronizam com outros agentes, nesta abordagem os eventos sdo vistos como algo que
realmente ocorreu. No entanto, ndo é geralmente possivel determinar os eventos que
ocorreram a nao ser de uma forma indirecta, através de propriedades que se observam no
agente; ou seja, pela ocorréncia de assercoes.

Enquanto o CCS fornece um calculus que permite determinar o conjunto dos tracos
que representa todas as possiveis evolucoes do agente, a abordagem aqui apresentada
parte do principio que existe um ciclo de vida formado por uma sequéncia de eventos que
ocorreram e que justifica as propriedades que sdo validas no instante presente, ou seja,
as propriedades que ocorrem (usando a nossa terminologia).

Note-se que embora possam existir varias sequéncias de eventos (tracos) que justifiquem
a observacdo de uma dada propriedade no agente, apenas uma dessas sequéncias de
eventos deverd ter, efectivamente, ocorrido.

Pelo exposto é também aparente que, ao contrario do CCS que estuda evolugoes de
agentes e portanto constréi sequéncias de eventos fixas no presente e que se estendem para
o futuro (eventualmente de modo infinito), o nosso estudo se vai basear em sequéncias
de eventos que se estendem infinitamente para o passado (mais propriamente, sequéncias
que evoluem do passado para o presente) ja que procuramos no passado justificacdes para
as observacOes no instante presente.

As caracteristicas enunciadas para a nocao de agente fazem com que vejamos um agente
como um conjunto de assercoes que expressam as suas propriedades e que uma dada
semantica se encarregard de determinar a validade. Portanto, um agente é basicamente
um sistema légico. E, no entanto, um sistema légico com uma caracteristica especial: as
assercoes devem reflectir a nocao de causalidade entre eventos e propriedades.
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Dado um evento a e uma assercio A, serd legitimo perguntar em que cir-
cunstancias se pode afirmar que, apds a ocorréncia do evento a ocorre a
assercao A.

Note-se que ndo estamos a impor condicOes para que o evento a ocorra; estamos apenas
a por condicdes para que, partindo do principio que ocorreu a, se possa imediatamente a
seguir, garantir a validade da assercao A.

E ébvio que podem existir muitas condicées que forcam a validade de A imediatamente
apos a ocorréncia do evento a. Existird no entanto uma condicdo que é de algum modo
minima: produz a condi¢do suficiente, mas também necessiria para o fim em vista. Na
nossa légica de agentes vamos impor que existe uma condicdo que é a mais fraca de todas.
Essa condicao serd expressa por uma assercao composta da linguagem légica, envolvendo
a assercdo A e o evento a. A essa assercdo chamaremos causa essencial de A face ao
evento a e serd representada por a A.

Os eventos serdo vistos, na légica dos agentes, como conectivas unarias que por con-
vencdo se escreverdao de forma prefixa. Esta é, sem divida, uma caracteristica muito
importante dos nossos agentes.

Um outro aspecto a referir é que nesta légica lidamos ndo sé com asser¢des individuais
mas principalmente com conjuntos de assercdes. Uma propriedade que se observa num
agente pode ser constituida por varias assercoes, cada uma delas representando uma
faceta particular da propriedade. Portanto, as formulas da nossa légica ndo serdo
necessariamente asser¢oes, mas sim conjuntos de assercoes.

E agora natural falar em causa essencial para wma propriedade A (formada pelo
conjunto {A;, As, ...} de asser¢Oes) face ao evento a. A causalidade vai impor que esta
causa seja construida a custa das causas de cada uma das asserc¢oes. Isto, porque ndao ha
nada no facto de as assercOes aparecerem num grupo que altere as condicoes que se tém
de verificar para que cada uma delas ocorra.

E portanto natural definir

ad = 0
Q{Al,Az,...} = {aAl,aAz,...}

Uma vez apresentada a linguagem ldgica dos agentes, surge a necessidade de impor
semantica nesta linguagem. Os agentes sao uma classe especial dos sistemas formais que
foram apresentados na seccdo anterior. Assim, sobre a linguagem logica define-se uma
relacdo de consequéncia. Como vimos, a linguagem de agentes é constituida por asser¢oes
que reflectem a nocdo de causalidade e tem a particularidade de encarar os eventos como
conectivas 16gicas. Como é natural, a nocdo de causa essencial expressa na linguagem
dos agentes vai, com certeza, reflectir-se na relacdo de consequéncia que dard seméntica
a sua logica.

Entrando agora em consideracdo com a nocgdao de causa essencial, suponhamos que se
verifica a consequéncia I' - A. Isto diz-nos que “I' infere A” ou, “A é uma consequéncia
de I'”, mas pensando em termos de ocorréncia de assercbes, podemos interpretar a
consequéncia I' F A como: “ocorrendo I' também ocorre A”. Sendo @ um evento e
por isso uma conectiva da nossa légica vejamos como podemos relacionar a consequéncia
I' H A com as férmulas da forma al'. Como sabemos, aI' significa a causa essencial
de T' face ao evento a, e é tal que quando ocorre e quando a também ocorre, temos a
garantia que I' ocorre; ou seja, no instante imediatamente apds a ocorréncia do evento a
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as assercoes de I' sdo validas. Como I' = A diz-nos que ocorrendo I' também deve ocorrer
A, serd natural que a ocorréncia de o I' deva ter como consequéncia a ocorréncia de a A.

Pelo que foi exposto, é de esperar que a relacdo de consequéncia que vai caracterizar a
légica dos agentes verifique a seguinte regra:

I'FA
al'FaA

Esta regra terd o nome de regra de causa, uma vez que esta directamente ligada a nocdo
de causa essencial.

Portanto, os agentes tém uma linguagem logica que se caracteriza por formalizar o
conceito de evento na nocao de conectiva unaria e ter frases que traduzem a nocao de
causa essencial face a um evento, e tém uma relacao de consequéncia que verifica a regra
de causa. Por outro lado, estamos normalmente interessados em relacdes de consequéncia
compactas, pelo que a relagdo de consequéncia de um agente deverd também ser compacta.

Uma relacdo de consequéncia com estas caracteristicas terd o nome de relagdo de causa,
mas vejamos a sua definicdo formal.

Definigao 3.11

Uma relagao de causa (ou uma relagao de causa suficiente) definida em conjuntos
de asser¢oes (sobre uma linguagem F, com as caracteristicas da linguagem logica de
agentes) € uma relagao de consequéncia compacta que verifica a regra de causa

A
al' FaA (Causa)

sendo 'y A€ P(F)eacC.
a

Uma relacdo de causa (ou causa suficiente) da origem a leitura “I' é causa suficiente de
A” quando se verifica I' - A.

Depois de todas estas no¢des preliminares, vejamos entiao a definicdo formal de agente.
Os agentes constituem uma classe especial de sistemas formais. A sua linguagem légica
e a sua relacdo de consequéncia tém caracteristicas particulares ligadas com as ideias ja
expostas.

No que respeita a linguagem, a principal caracterfstica é a visido dos eventos como
conectivas légicas unarias e a nocdo de causa essencial. Portanto, o conjunto C de
conectivas serd constituido apenas por conectivas undarias que sao os eventos.

A partir de ¥ (conjunto das asser¢Oes primitivas) e C geramos as frases da linguagem
que podem ser

e assercoes primitivas, 4, € X;

e ou causas essenciais de assercoes face a eventos; isto é, assercoes da forma a A, com
a € C e A uma asser¢ao.

Mais concretamente, toda a assercdo é da forma:

al, , sendo a €C* e A, € X
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Claramente, o conjunto F de todas as asserc¢oes da linguagem é isomorfo ao conjunto
C*x X

As féormulas da nossa logica serdao, como vimos, conjuntos de assercoes geradas por X
e por C, donde o conjunto das féormulas do agente, que denotamos por Fy, ¢, identifica-se
com o conjunto das partes de C* x 3

fgyc = P(C* X E)

Serd sobre este conjunto que se ird definir a relacdo de causa que dard seméantica a
linguagem.

Olhando para a definicdo genérica de sistema formal que apresentdmos na sec¢ao ante-
rior, vemos que ele é composto por seis componentes. No entanto, para este estudo sobre
agentes iremos, sem perda sensivel de generalidade, simplificar esta estrutura. Assim,
vamos conservar apenas a assinatura de assercées primitivas, a familia de conectivas e
a relacdo de consequéncia, pois sdo estas as componentes realmente importantes para
0 nosso estudo neste trabalho, e esquecer as outras componentes. Por este motivo, as
agsercoes primitivas da linguagem serdo (-arias.

Definicao 3.12
Um agente € uma logica escrita na forma de um triplo

< X,C.F>
em que

Y € um conjunto contdvel de asser¢oes 0-drias, chamadas assercOes primitivas, even-
tualmente indexado por uma dlgebra de modo a poder incluir parametrizacdo.

C € um conjunto contdvel de conectivas undrias chamadas eventos, também eventual-
mente indexadas pela mesma dlgebra.

F € uwma relacdo de causa em Fy¢; ou seja, no conjunto dos conjuntos de assergoes
geradas por X e C.

Através desta técnica de indexacdo evita-se que seja necessiria uma caracterizacao
especifica dos tipos de dados (quando eles ndo sao necessarios para o problema em
questao).

Sendo I''A € Fy o e a € C*, é facil de ver que uma relacao de causa satisfaz sempre a
seguinte regra

I'FA
al'FaA

A prova obtem-se por indu¢do no comprimento de a.

Apesar de uma consequéncia do tipo al' - b A se ler “a ' é causa suficiente b A”e de,
portanto, significar que ocorrendo a férmula a I' também ocorre a férmula b A, isso ndo
quer dizer que a ocorréncia do evento a leve a ocorréncia do evento b. O que al' - b A nos
diz é que a condicdo mais fraca que é necessario garantir antes da ocorréncia do evento a
para que as assercoes de I' sejam validas (ocorram) sao suficientes para garantir que apds
a ocorréncia do evento b (caso este ocorra) todas as asser¢oes de A sao validas. Ou seja,

Maria Joao Frade Mestrado em Informatica - UM 94



3. AGENTES 29

a causa essencial de I' face ao evento a é “mais forte” do que a causa essencial de A face
ao evento b. Note-se, no entanto, que nada forca a ocorréncia dos eventos a ou b, apenas
nos estamos a pronunciar acerca das condi¢bes propicias a sua ocorréncia.

Quando escrevemos uma consequéncia a ' - b A, estamos a dizer que a condicdo
expressa pela férmula ' é suficiente para garantir a validade da causa essencial de
A face ao evento b. Ou seja, nessa situacdo se ocorrer o evento b, as assercoes de A sdo
validas.

Vejamos entdo, a leitura intuitiva que podemos fazer de alguns tipos de consequéncias
que podem surgir num agente:

sendo a,b,c€C, a,3,7€C"el',A,0 € Fy,

FaA apds aocorréncia do evento a as assercoes de A ocorrem;
FabA apds a ocorréncia do evento a seguido do evento b as assercdes de A ocorrem;
FaA apds a ocorréncia da sequéncia de eventos a as assercoes de A ocorrem;

al'F BA se apds a ocorréncia da sequéncia de eventos a as assercbes de I' ocorrem
entao, apoés a sequéncia de eventos 3 (caso eles ocorram) as asser¢oes de A ocorrem;

all,yO F A seapds a sequéncia de eventos o ocorrer ' e apds a sequéncia de eventos
v ocorrer O entao, apds a sequéncia de eventos (3 (caso eles ocorram) A ocorre.

Lema 3.10
Seja < X,C,F> um agente. A relagdo de causa &, satisfaz a sequinte regra:

sendoI',A,0 € Fyc ea,beC,
'ca® OFLA

TFabA
Prova: OFbA
T'Fa® a@FabAEgmfw
TFabA orte)
O

O que este lema nos diz é que:

Se a ocorréncia de I' faz com que apds uma eventual ocorréncia de a, O
ocorra, e se a ocorréncia de 0 faz com que apds uma eventual ocorréncia de
b, A ocorra, entdo a ocorréncia de I' é suficiente para que apés uma eventual
ocorréncia de a seguida da ocorréncia de b, A ocorra.

3.3 Um Exemplo

Para consolidar todos estes conceitos, vamos usar esta légica de agentes para especificar
o comportamento de uma componente de software bem conhecida: vamos especificar o
comportamento de uma stack infinita de nimeros naturais.

Como sabemos, temos de ter um cuidado especial na identificacdo das assercoes primiti-
vas do agente, uma vez que elas sdo os nossos “pontos de observacao”, funcionando como
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“sensores do comportamento”. Portanto, elas devem surgir para caracterizar os aspectos
do agente que sofrem alteragoes apds a ocorréncia dos seus eventos. Aproveitando a ideia
de ver as assercOes primitivas como “sensores do comportamento” podemos ainda dizer
que a ocorréncia de uma assercao corresponde, nesta analogia, a activacdo do “sensor”.

Assim, a consequéncia - a A diz-nos que uma eventual ocorréncia da sequéncia de
eventos « levaria a imediata activagdo dos “sensores” de A (ou seja, ocorréncia das
assergoes de A).

Pensando entdao numa stack infinita de nimeros naturais, vamos necessitar de ter as
seguintes assercoes primitivas:

Empty  — que ocorre quando a stack estd vazia;
Top, — que ocorre quando o elemento z € IN estd no topo da stack.

Na realidade necessitamos de ter uma familia de asser¢des {T'op,}, gy ; uma assercio
para cada elemento x € IV.

Os eventos que podem ocorrer numa stack sdo:

new — para criar uma stack nova;
push, — para colocar o elemento z € IV na stack;
pop — para retirar um elemento da stack.

Relativamente ao push, teremos aqui, ndo um dnico evento, mas uma familia de eventos
{push,} . pv; um evento push, para cada elemento z € IN.

Teremos, portanto, conjuntos enumerdveis e infinitos tanto de assercbes como de
conectivas:

I {Empty} U {TOpx}xeﬂV
C {new, pop} U {push.} . v

Adoptamos a notacdo de comecar as assercoes por letra maitiscula e os eventos por letra

minuscula.

J& definimos ¥ e C para a linguagem légica da stack; falta-nos agora definir a sua
relacdo de causa b, que ird caracterizar o seu comportamento.

A relacdo de causa de uma stack infinita satisfaz as seguintes familias enumeraveis de
axiomas, aqui j4 expressas na forma de regras de inferéncia:

F new Empty (Axioma 1)

, para todo z € IN

F push, Top, (Axioma 2)

, para todo z € IN

A F push, pop A (Axioma 3)

Vejamos a ideia intuitiva que estd por detrds de cada um destes axiomas:

e O axioma 1 diz-nos que quando se cria uma nova stack, ela é sempre vazia.

e O axioma 2 diz-nos que quando colocamos um elemento na stack esse elemento fica
posicionado no topo da stack.
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¢ O axioma 3 diz-nos que a validade de qualquer assercao nao é alterada apds a
ocorréncia de um evento push, seguido de um evento pop. Ou seja, a remocdo de
elementos é feita no topo do stack. Note-se que A é uma meta-variavel e como tal,
representa qualquer formula de Fy ¢.

A relacao de causa da stack é portanto a menor relacao de causa em Fy, ¢ que verifica

estes trés axiomas.

Vejamos agora alguns exemplos de provas que poderdo ser feitas sobre este sistema que
acabamos de definir.

e Os elementos da forma
F new push, pop Empty

pertencem a relacao de causa.

Prova:

(Az.3)
(Causa)

(Corte)

Empty - push, pop Empty

(Az.1)

F new push, pop Empty

F new Empty new Empty b new push, pop Empty

¢ Vejamos que na relacdo de causa da stack infinita de naturais é valida a regra

tod N
A & push, push, poppop A’ paratodo &,y €

Prova:

(Az.3)

Az.3 pop A = push, pop pop A
A push, pop A (Az.3) push, pop A\ push, push, pop pop A

(Causa)
(Corte)

A & push, push, pop pop A

e Vejamos que as consequéncias da forma - push, push, pop Top,, para z € IN, sao
demonstriveis.

Prova:

(Az.3)

push, Top, & push, push, pop T op,

Top, = push, pop Top,

(Az.2)

= push, push, pop Top,

(Causa)

F push, Top, (Corte)

3.4 A Algebra de um Agente

Os agentes sdo, como acabamos de ver, sistemas légicos. Vamos agora, com base na
sua definicdo, gerar uma &algebra e analisar de que maneira essa algebra ird reflectir a
légica do agente.
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Teorema 3.1
Seja < X,C,F> um agente. A relagcdo de causa, =, gera em Fx, ¢ uma pré-ordem para
a qual a unido de conjuntos € a conjuncdo.

ProvA: Vejamos em primeiro lugar que a relacido - é realmente uma pré-ordem.
A reflexividade de F estd provada no lema 3.3. Para provar a transitividade note-se
que o lema 3.9 nos garante que, caso O seja finito, se verifica

-0 orA
' A’

Se tivermos ' F A e A F A’ com A ndo necessariamente finito, entdo como a relacao +
é compacta temos que Iy C; I'VA, C; A, Iy F Ay e A, &y AVAL & A, Ay F AG.
Portanto, 3I'y C; I', Ay & A VAL Cr A/, T'oF Age Ay F AL,

Logo, pelo lema 3.9 (super-corte),

Tob Ay Agk A
To - A

Provamos, portanto, que II'y C; VAL C; A', Ty F Af; ou seja I' F A,

Acabamos de ver que - determina em Fy uma pré-ordem. Vejamos agora que a
conjungao de quaisquer A e A’ em P(F') corresponde a sua uniao (aqui geralmente escrita

da forma A, A'):
(i) Pelo lema 3.2 temos que A, A’F A e AJA'F A/
(ii) Se I' F A e I' H A’ entao, pelo lema 3.4, I' F A, A’

De (i) e (ii) conclui-se que A, A’ é a maior férmula que é, simultaneamente, menor do
que A e A’; logo, é a conjunc¢ao de A e A’ (isto é, ANA" = A A)
O

Esta pré-ordem, gerada pela relacdo de causa, nao garante a existéncia de disjuncoes
de quaisquer duas formulas.

E também facil de ver que esta pré-ordem nao é geralmente uma ordem parcial, uma vez
que a relacao - nao é anti-simétrica. Se tivermos I' F A e A - T' ndo hd nada na definicao
de F que obrigue a que I' e A tenham de ser iguais. Ndo podemos, no entanto, deixar
de sentir que férmulas com estas caracteristicas devem ser de algum modo “logicamente
equivalentes”.

A estrutura de pré-ordem de F, embora muito pobre, pode ser facilmente enriquecida
por processos bem conhecidos. Com base na pré-ordem  podemos definir uma relacdo
de equivaléncia ~, da seguinte forma:

I'~A sse T'FA e AFT
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Consideramos, portanto, equivalentes féormulas que sdo consequéncia uma da outra.
Dizemos que duas férmulas A e I' que verifiquem A ~ I' sdo logicamente equivalentes.

O conjunto das classes de equivaléncia determinadas pela relagdo ~ serd representado
por Fxcr ou, abreviadamente (sendo A =< ¥,C,F>), por F,. Aos elementos de Fy
chamam-se as propriedades do agente. Assim, propriedades sdo conjuntos de férmulas
fechadas pela equivaléncia ~ gerada pela relacao .

Férmulas que sejam logicamente equivalentes podem ser tratadas como semanticamente
iguais. Nao distinguiremos uma classe de equivaléncia de um seu representante. Assim,
quando falarmos de propriedades tanto nos podemos estar a referir a classe de equivaléncia
COImMo a um seu representante.

Proposigao 3.1
Seja A =< X,C,F> um agente. A relacdo bindria < em F4 definida por: sendo
[I],[A] € Fa,

[T] < [A] sse r'-A
constitui uma ordem parcial.

Prova: Trivial.
O

Temos ja uma ordem parcial com conjuncao definida. Vejamos também que esta ordem
parcial tem elemento terminal 1 que é o conjunto vazio de asser¢oes (ou seja 1 = ) uma
vez que para qualquer I', I' F verifica-se sempre.

(Fa, <) tem, portanto, a estrutura de um semi-reticulado conjuntivo.

0

A

A/

AL A

Do ponto de vista logico, esta estrutura tem apenas a propriedade sempre verdadeira,
(0, e a conjuncao de propriedades.

Esta estrutura de semi-reticulado pode agora ser enriquecida por uma construcdo
conhecida: a construcdo da logica de um semi-reticulado. Por este processo alcancaremos
a estrutura de um local.

Tomemos os subconjuntos de Fy, e construamos os conjuntos O da forma

0=1|(n) . com puCZF

O conjunto de todos os elementos desta forma serd denotado por L(Fy4).
Ordenando L£(F,) por inclusdo, as disjun¢des podem ser construidas por unides e as
conjungoes por interseccoes.

Proposigao 3.2

O conjunto L(F4) ordenado por inclusdo tem a estrutura de um local. A este local
dd-se o nome de logica gerada por F,.
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Prova: Vejamos entao que £(F,) constitui um local:
o F,=[({0}) é o maior elemento de L(F,)
e ) =|({}) é o menor elemento de L(F,)
o se O =|(p)eO =|(i) entdo,
—0U0 = (U )

pois
OUO" = ULI(A)| A€u} UULIA) | A€}
= WHA) [ Aepou ey}
= Wpup)
—0NO' =]{ANA | AcpeNey})
pois
ono" = WHA)[ Aepur nU{I(A) | A€ '}

U{HAANA) | Aepe A ey}
= I{ANA | AepeAep})

e sendo O = [(u) e O; = (1),

= Ui O: = [(U; )
pois
U; O: U, l(:uz)
= UdlA)| A e}
= {lA) ] AeU;m}

- OmUiOi:Ui(OmOi)

pois

OnU;0i = WA AepnU{IA) [ A e Ui}
U{LAANA) | AepeA e}
IANAT[ Aepe A e}

Ui [FANAT| A€ pe A€ pi})

= Ui(OmOi)

Portanto, o conjunto £(F,) munido da inclusdo tem a estrutura de um local, uma
vez que é fechado para conjuncoées finitas, disjuncoes arbitrarias e as conjuncées finitas
distribuem pelas disjuncoes arbitrarias.

O

Os conjuntos |(A) ={I' € F4 | I' - A} representam todas as propriedades que sao
mais fortes do que A. Sendo assim, os elementos da légica L£(F,), sendo da forma |(u),
com pu C F4, podem ser expressos por:

{reFa| JIAep:THA} , com pC Fy

e representam todas as propriedades que sdo mais fortes do que alguma propriedade de p.
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Em termos concretos, os elementos | (u) de £(F4) sao disjungdes de propriedades e
cada propriedade A é vista como uma conjuncdo de assercoes.

A légica L(F4) tem elemento maximo, |({0}), e elemento minimo, [({}), que corres-
ponde a nocdo de verdadeiro e falso, respectivamente.

Resumindo, a légica L£(F4), gerada pelo semi-reticulado Fy4, tem:
e conjuncoes finitas, incluindo a conjuncdo vazia que corresponde ao verdadeiro.
¢ disjuncgoes arbitrarias, incluindo a disjuncido vazia que corresponde ao falso.
o distributividade da disjuncdo pela conjuncdo finita.
o distributividade da conjuncao finita pela disjunciao arbitraria.

Note-se que L£(F4) nao tem conjuncdes infinitas, negagao, nem implicagao.
Esta légica, pelas caracteristicas que exibe, pode ser inserida na classe das ldgicas
geométricas.
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4 Caracterizagao Semantica dos Agentes

Neste capitulo iremos apresentar uma estrutura matemdtica capaz de capturar o conteido
seméantico de um agente.

Um dos aspectos essenciais de um agente < X, C,F> é o seu conjunto de asser¢es que
podemos identificar com o conjunto C* X .. Uma componente deste conjunto é o conjunto
de tragos C* (sequéncias de eventos). Vamos, antes de mais, apresentar alguns conceitos
ligados a nocdo de traco que nos irdo ser tteis a caracterizacao seméantica dos agentes.

4.1 Tracos

A semantica dos agentes requer o conceito de traco. Como ja se viu, entendemos por
tragos, as sequéncias de eventos potencialmente infinitas para o passado e que vao ser
justificacbes de observacoes presentes. Uma vez que nos agentes, a causa essencial de
uma assercao A face a um evento a é representada pela asserciao aA, nos nossos tracos os
eventos que estao a esquerda sdo anteriores a eventos que surjam a sua direita, e portanto
os tracos sdo sequéncias de eventos potencialmente infinitas a esquerda. Por outro lado,
estamos interessados em que a comparacdo entre tracos seja feita com base no passado
mais recente. Vamos assim definir no conjunto de tragos a ordem dos sufixos.

Dado que o conjunto das assercoes de um agente é isomorfo ao conjunto C* X ¥, vamos
tomar o mondide livre C*, para ai construir a ordem parcial dos sufixos. Depois, por um
processo de compactificacdo serdo geradas as sequéncias infinitas a partir das sequéncias
finitas.

Em C* definimos a ordem dos sufizos do seguinte modo: sendo «, 3 € C*,

a<lpB sse dyel’: f=nra

a < (3 lé-se “a é sufixo de 57.

E f4cil de ver que (C*, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

O conjunto das sequéncias de eventos potencialmente infinitas a esquerda que denota-
remos por C* é gerado a partir de (C*, <) por um processo bem conhecido denominado
completacdo por ideais.

Cada w € C* pode ser visto como o limite superior minimo de uma cadeia S C C*.
Mais precisamente, constroem-se os ideais de (C*, <), uma vez que em (C*, <) todo o ideal
é uma cadeia. Os ideais maximais (que sdo as cadeias infinitas de C*) estdo associados as
sequéncias infinitas, e os restantes ideais estdao associados as sequéncias finitas.

O conjunto Idl(C*) dos ideais de C* ordenado por inclusdo constitui, como se sabe,
uma ordem parcial completa. O conjunto [dl(C*) identifica-se com o conjunto C* e,
consequentemente, a ordem de inclusao em [dl(C*) vai corresponder em C* a ordem dos
sufixos. Note-se que esta ordem é consistente com a ordem dos sufixos que definimos em
C* e, como tal, serd representada igualmente pelo simbolo <.
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Sendo a,w € C*,

O conjunto das sequéncias infinitas a esquerda de eventos representa-se por C¥, pelo
que podemos dizer que

C* =Ccruc

Como se sabe, (C*°, <) constitui uma ordem parcial algébrica e consistentemente
completa.

Facilmente se vé que os elementos finitos de C* sdo as sequéncias finitas a € C*; assim
K(C>)=C*.

Uma vez que por definicio o conjunto C é contdvel, temos também que o conjunto
K(C*°) é contével e como tal, (C*, <) é um dominio de Scott.

4.2 Propriedades Observaveis

Como ja vimos, estamos interessados na caracterizacdo dos tragos, sequéncias de even-
tos que se estendem do presente para o passado; ou melhor, sequéncias que evoluem do
passado (eventualmente, do passado mais remoto) para o presente.

C* denota o conjunto dos tracos. Na nossa prespectiva os eventos a esquerda precedem
os elementos que estdo a sua direita na sequéncia e o dltimo evento da sequéncia (ou seja,
o mais a direita) ocorre no instante presente.

As propriedades que um observador poderd detectar num traco terdo de ser indepen-
dentes da sequéncia de eventos ja ocorrida antes do inicio da observacdo, uma vez que o
observador ndo tem esse conhecimento.

Se um observador que iniciou o seu estudo de uma sequéncia de eventos num instante ¢
no passado, poder no presente afirmar que a sequéncia satisfaz a propriedade P é porque
essa propriedade se verifica sempre, qualquer que seja a sequéncia de eventos que tenha
ocorrido antes do instante ¢. Esta é a caracteristica que faz com que apelidemos estas
propriedades de observdveis.

Um observador que esteja a analizar um traco desde um dado instante no passado até
a0 presente, pode com certeza notar certas propriedades no trago que estd a analisar.
No entanto, as suas conclusoes s6 podem ser baseadas na andlise do segmento final finito
da sequéncia de eventos em questdo, pois a sua observacdo da sé tem inicio num dado
instante no passado. O observador ndo pode estar a observar o traco desde o passado
mais longinquo até ao presente.

E evidente que um traco infinito poderd ter propriedades que nunca serdo detectadas
pelo observador. Podemos entao por a questdo:

Que propriedades sdo observdveis ¢
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Uma resposta informal a esta questao pode ser dada, dizendo que s6 sdo observiveis
as propriedades que para serem detectadas apenas necessitam de uma observacao finita.
Ou seja, uma propriedade é observivel se ela poder ser detectada com base apenas numa
quantidade finita de informacao.

Para formalizar a resposta, vamos identificar a propriedade P com o conjunto das
sequéncias de eventos que a verificam. Deste modo, uma propriedade é vista como um
subconjunto de C*. Assim, a sequéncia « verifica a propriedade P quando a € P. Com
base nisto, e lembrando que < representa a ordem dos sufixos, podemos apresentar a
seguinte definicdo de propriedade observavel.

Definigao 4.1
P é uma propriedade observavel de C* se:

(i) PCC™
(i) veP = daecl*: a<~vy e [(a)CP
a

A alinea (7) diz-nos que P é uma propriedade. A alinea (ii) d4 a condigao que caracteriza
uma propriedade observavel, e que poderd ser lida por:

a sequéncia v satisfaz a propriedade P se a andlise de algum segmento final
finito de v (alguma aproximacao finita de v) é suficiente para o afirmar.

As propriedade observaveis sdo, portanto, conjuntos superiores; mais concretamente,
conjuntos da forma 1(.9), com S C C*.

Note-se que sendo P uma propriedade observavel, se a propriedade P nao for satisfeita
por uma sequéncia de eventos, ndo é de esperar que esse facto seja finitamente observavel
se a sequéncia em questao for infinita. Isto porque para o constatar teriamos de iniciar a
observacao “para além do infinito”, o que ndao é possivel.

Na classe das propriedades observiveis de C*° podem-se destacar as seguintes proprie-

dades de fecho:
o Conjuncdo finita

Suponhamos que Xy, ..., X,, sdo propriedades observiveis e que a interseccdo X; N
...N X,, nao é vazia. Entdo existe uma sequéncia ¢ € X; N...N X,,. Sendo t4,...,1,
os instantes em que a observacdo se tem que iniciar para que se possa concluir que
o€ Xy,...,0 € X, pode-se concluir que ¢ € X;N...N X, se a observagdo se iniciar
no instante min(¢y, ..., %,).

Portanto, se X, ..., X,, sdo propriedades observaveis entdo X; N...N X, é também
um propriedade observavel.

e Disjuncdo arbitrdria
Suponhamos que P é uma coleccido de propriedades observaveis. Se o € | JP, entao
existe alguma propriedade observavel, X € P, tal que ¢ € X.

Uma vez que X é uma propriedade observavel, podemos concluir que ¢ € X se
a observagdo se iniciar num dado instante finito ¢; mas entdo a conclusdo de que
o € P também pode ser tirada se a observa¢ao se iniciar no instante ?.

Portanto, | JP é uma propriedade observivel.
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Pela definicao de propriedade observavel em C* é trivial verificar que os conjuntos () e
C® sao propriedades observdveis de C*. O conjunto vazio, (), caracteriza a propriedade
impossivel de satisfazer por qualquer sequéncia. O conjunto C* caracteriza o outro
extremo: a propriedade trivialmente satisfeita por qualquer traco.

Com o que foi aqui dito acabamos de provar que a classe das propriedades observiveis
de C* constitui uma topologia sobre C*. Como é ébvio, os conjuntos da forma [(a), com
a € C*, constituem uma base desta topologia.

Depois de tudo o que se disse sobre propriedades observaveis, é facil verificar que estas
coincidem com os abertos da topologia de Scott em C*. Provemos entdo que toda a
propriedade observavel constitui um aberto de Scott.

Como sabemos, toda a propriedade observavel é um conjunto da forma

O=U; () , com a;€C*
Vejamos entdo que os conjuntos desta forma verificam as duas condicbes que caracte-

rizam os abertos de Scott:

(i) Se z € O entao existe um dos a; tal que @ €7(a;) . Logo, [(z) Cl(a;) C O .

(ii) Para todo o conjunto dirigido S C C™, se \/ .S € O entao existe um dos a; tal que
VS €l(ar).
Uma vez que os conjuntos dirigidos de C* sido cadeias, temos duas situacoes a
considerar:

— Se S é uma cadeia finita, \/ .5 € 5, pelo que
VSeO = SNO#D

é trivialmente satisfeito.

— Se § é uma cadeia infinita

Br < By < KB e
e\ S > a; entdo é porque existe um 3; € S tal que §; > a;; pelo que §; €](a;)
Logo SNO # 0

Repare-se que a ideia intuftiva expressa nas duas condicoes dos abertos de Scott esta
precisamente de acordo com a nocao de propriedade observavel:

a condi¢do (i) diz-nos que se a informagao z é suficiente para indicar que o
teste O teve sucesso, entdo qualquer quantidade maior do que z de informacao
é também suficiente. (ii) diz-nos que se o limite de um conjunto dirigido de
cada vez melhores aproximacoes passa o teste O entdo é porque alguma das
aproximacoes ja o passou. Portanto, a alinea (ii) esta ligada a ideia de que os
abertos correspondem a testes finitdrios.

Lema 4.1

A topologia das propriedades observiveis em C™ coincide com a topologia de Scolt em
c*.
Prova: Sabemos que os conjuntos | (z), com & € K(C*) constituem uma base da
topologia de Scott em C*. Mas, K(C*) = C* e os conjuntos da forma [(z), com z € C*
constituem uma base da topologia das propriedades observaveis. Portanto, estas duas

topologias coincidem.
O
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4.3 A Semantica dos Agentes

Dado um agente A =< X,C,F>, vimos ja que uma das componentes geradas pela
sua definicao sdo as propriedades F,4 e a légica L(Fa) que lhe corresponde. Uma outra
componente serd o espago de tragos. O conjunto suporte deste espaco serd o conjunto
C* das sequéncias de eventos finitas ou infinitas a esquerda. Falta definir sobre C* uma
topologia.

A partida, poderiamos pensar na topologia de Scott uma vez que esta se identifica
com a topologia das propriedades observaveis. O espaco topoldgico de C* munido com a
topologia de Scott 7g serd representado por X, s.

Este espaco, porém, ndo consegue capturar o conteido semantico do agente, na sua
relacdo entre os tragos e as propriedades.

Para construirmos uma topologia capaz de capturar a semantica da relacdo entre tracos
e propriedades dada pela relacio de causa, F, vamos antes de mais, dar a seguinte
definicdo.

Definigao 4.2
Dado um agente A =< X,C,b>, define-se a relagdo bindria || entre o conjunto de
tracos C*™ e o conjunto de propriedades F 4, da seguinte forma: sendo o € C*, w € C¥ e

AE?A,
(i) oA sse FaA
(i)  wlFA sse dJael': a<w e FaA

A esta relagdo dd-se o nome de relagdo de justificagdo e a|FA lé-se “a justifica A7
O

Esta definicao pode ser interpretada do seguinte modo:

Por um lado, a|-A indica que § - @ A mas, por outro lado, @ A + () dado que
() é elemento terminal de F4. Conclui-se entdo que § ~ a A. Portanto, a|FA
diz-nos que a causa essencial de A face a sequéncia de eventos « é trivialmente
valida. Isto é, se a sequéncia de eventos a ocorrer temos a garantia de que A
ocorre, sem que seja necessario verificar-se, previamente, alguma condicao.

Quando temos a|FA, qualquer sequéncia  da qual « seja sufixo satisfaz também
BIFA, pois pela regra de causa é ficil de ver que

FaA
FGA

, sendo a<g

Portanto, verifica-se que, sendo a, 3 € C® e A € Fy,
se oA e a<pg entio (A (1)

asicamente, o que isto nos diz é que o conjunto dos tracos que justificam uma dada
B te, t d to dos trag tifi dad
propriedade A constituem uma propriedade observavel.

Teorema 4.1
Seja A =< X,C, > um agente. Para cada propriedade A € F 4, o conjunto O definido
por
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Oar ={wel>| w||lA}
€ um aberto de Scott.

Prova: Para que O seja um aberto de Scott deve satisfazer as seguintes propriedades:
(Sl) a € Oa = T(Oé) COa

(s.2) Para todo o subconjunto dirigido S de C*
VS€eEOr = daeS:acOa

A propriedade (s.1) vem imediatamente de (1). Quanto a (s.2), note-se que se S é um
conjunto dirigido de C™ entdo S é uma cadeia. Se S for uma cadeia finita entdo \/ .5 € 9
e portanto a implicacdo é trivial. Se S for uma cadeia infinita

a; Sap <o <oy <
entdao \/ 5 = w é uma sequéncia infinita. Mas entdo, pela definicao de |},
w€Ox = wlFA = JaelC* :a<weallFA

Logo, da € 5 :a € Oa.

Portanto, para cada A € F4, o conjunto O é um aberto de Scott.
O

Podemos pois dizer que cada propriedade A é observdvel nos tracos, no sentido que o
conjunto dos tracos Oa que a justifica constitui uma propriedade observavel.

Apesar dos elementos da familia {Oa}acr, serem abertos de Scott, ndo ha garantias
de que a familia globalmente forme uma topologia. Para isso terd de ser fechada para
interseccoes finitas e unides arbitrarias.

Lema 4.2
A familia {OpYacr, € fechada para intersecgoes finitas.

Prova: Dadas duas quaisquer propriedades A", A" € F,,

OA/ N OAH = {w’ € cee | w’H—A’} N {w” € > | w“H—A“}
{wel™| wlFA" ew|A"}
{wel™ | wl-A, A7)

OAIVAII

a

Também se verifica que

Oy {wel>| w0}

COO

No entanto, {Oa}aer, nao é fechada para unides arbitrarias.
Vamos entao tomar a familia {Oa}aer, como base de uma topologia. Os abertos da
topologia sdo portanto unides de conjuntos desta familia; ou seja, serdo da forma

Uae, Oa , com p € P(Fy)
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Definicao 4.3
Dado um agente A =< X, C,F>, designa-se por topologia intrinseca do agente A, a
topologia cujos abertos sdo da forma

Uaen Oa , com p € P(Fy)
sendo Op = {w € C* | w|lFA}.

A familia {Oa}acr, € uma base desta topologia. Denota-se por X 4 o espago topologico
que tem C*° como conjunto de pontos e cuja topologia € a topologia intrinseca do agente

A.
]

A topologia intrinseca do agente Q(X4) é, evidentemente, mais grosseira do que a
topologia de Scott 75, uma vez que todo o aberto de Q(X4) é também um aberto de
Scott, mas nem todo o aberto de Scott é um aberto de Q(X,).

Vimos ja como a estrutura de um agente A =< ¥,C, > gera F4 e X4. Vamos agora
analisar a relacdo entre as propriedades definidas em F, e as propriedades observiveis
definidas pela topologia de X 4.

Como vimos, cada aberto da topologia intrinseca do agente, O € Q(X4) tem a forma
genérica

Uae,Oa » com p € P(Fy)

Esta definicdo sugere-nos uma funcao ¢ que associa a cada propriedade A € F, um
aberto Ox.

Proposigao 4.1
Dado um agente A =< X,C,F>, a funcao ¢ : Fa — QX 4) definida por

¢ 1 Fa— UXy)
A— {w el | w|FA}

constitui um homomorfismo de semi-reticulados conjuntivos.

Prova:  Vejamos como a funcdo ¢ preserva a estrutura de semi-reticulado. Sendo

AN € Fy,

o) = {wel| w0}
= C™

pois, para todo a € C*, a) = 0 e ) - () é sempre valido.

HANA) = {wel™| wllA A}
= {wel”| w|[FAew|FA"}
= {wel”| wlFA}N{we ™| w|fA}
HA) N G(A)
a
Lema 4.3

Seja A =< X,C,F> um agente, I, A € Fy e ¢ a funcio definida na proposicio 4.1.
Se I'FA entio ¢(I') C H(A).
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Prova: Se '+ A entdo I' < A. Logo, como ¢ é um homomorfismo de semi-reticulados,
H(T) C 4(A).
O

F4 tem a estrutura de um semi-reticulado, no entanto, (X 4) tem uma estrutura mais
rica do que um semi-reticulado. (X 4), sendo uma topologia, tem a estrutura de um
local. Se, por um lado, os elementos Ox € (X 4) sdao imagens, por ¢, da propriedade A,
por outro lado, existem abertos O = [Ja¢, Oa que ndo sdo imagens por ¢ de nenhuma
propriedade. Portanto, o morfismo ¢ nao é sobrejectivo.

No entanto, podemos extender este morfismo ¢ tomando como dominio, ndo o conjunto
de propriedades F4, mas a légica por ele gerada, £(F4).

Como ja vimos (na seccdo 3.4), os elementos de £(F,) sdo conjuntos inferiores gerados
por conjuntos de propriedades; ou seja, elementos da forma |(x), com p € P(Fa).

Podemos entao, extender a funcdo ¢ a L£(F,) associando a cada elemento | (p) de
L(F4) a unido dos abertos ¢(A), para cada A € p.

Proposigao 4.2
Dado um agente A =< X,C,F>, a fungao ®4 : L(Fa) — QX 4) definida por

b, L(F4)— QUXa)
() = Uaeu #(A) . com p € P(Fa)

constitui um homomorfismo de locais®.

Prova: Vejamos que ®, é um homomorfismo de locais. Sendo | (i), | (v) € L(Fa), e
{Hmi)3i € L(Fa),

‘I)A(]:A) = ‘I)A(l({@}))
= UAE{@} (b(A)
= ()
ju— COO

24(0) = @4(l({})
= (LZ)JAE{}(b(A)

Sa(l(wn l(v)) = @a(l{arblacpeber))
UAE{a/\b| a€p e beEV} (b(A)
Uarepares §(A" A AY)
Uarenane, (@(A) N G(A7))
Uaren @A) NUane, ¢(A”)
a(l(p) N @a(l(r))

(LU 1))
= UAeu,u, (b(A)
Ui(Uaey, #(A))
U @a(l(p:))

A(U; M)

a

2 Um morfismo da categoria Frm.
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Lema 4.4
O morfismo ® 4, acima apresentado, € sobrejectivo.

Prova: @, é sobrejectivo, uma vez que, sendo p € P(F4), ®a(l(1)) = Uae, Oa e todo
o aberto de Q(X,4) tem esta forma. Portanto, todo o aberto [Jx¢, Oa é imagem por &4
de algum |(p) de F(Fa).

O

O morfismo ® 4, mostra a ligagdo existente entre as propriedades de F4 e as propriedades
observaveis inerentes ao espaco topolégico X,. O facto de &, : L(F4) — Q(X,) ser
sobrejectivo indica que todas as propriedades observaveis de Q(X,) sao imagens de
propriedades ja definidas por F, explicitamente, ou implicitamente através da légica
L(Fa). A topologia ©(X4) pode ser assim vista como uma apresentacao diferente das
propriedades de L(Fy4).

Por outro lado, podemos ver que ¢, ndo é necessariamente injectivo. Basta pensar
que ¢ pode associar o mesmo aberto O a duas propriedades distintas A e A’.

¢

—

7, Q (X,)

Por exemplo, se tivermos um agente que tenha apenas os axiomas - a Ae A F B, temos
que A o¢ B mas, ¢p(A) = ¢(B). Portanto, ¢4 nao é injectivo, uma vez que ¢ também nao
é injectivo.

A semantica determinada pela relacdo de causa indica-nos que as propriedades ndo sdo
independentes entre si e a nao injectividade do morfismo ®, da-nos precisamente esse
tipo de informacdo semantica.

Podemos entao dizer, de um modo informal, que a topologia (X 4) capta a informagao
seméantica essencial do agente e que o morfismo ®,4 faz a ligacdo entre as propriedades
definidas na linguagem légica e essa informacdo. Este morfismo é portanto uma compo-
nente fundamental na caracterizacdo semantica do agente.

Adicionalmente, ®, consegue capturar a nocido de causalidade, o que constitui uma
caracteristica fundamental deste morfismo.

Como vimos, dada uma qualquer propriedade A, existe a nogdo de causa essencial de
A face a um evento a, que é representada pela propriedade a A. Esta construcdo permite
encarar ¢ como uma fun¢do que a cada propriedade A associa a propriedade a A.

Lema 4.5
Dado um agente A = < X,C,F>, define-se para cada a € C a fung¢do, com o mesmo
nome, a : Fy — F4 da sequinte forma

a 1 Fa— Fa4
A —— aA

Estas funcées sao homomorfismos de semi-reticulados conjuntivos.
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Prova: Sendo A, A" € Fy,
a(@)=ad =0
a(ANA) =a(AA) = aA,aA = aA N aA' = a(A) N a(A).

Estes morfismos a, induzem em £(F,) um homomorfismo de locais.

Proposigao 4.3
Dado um agente A = < X,C,F>, define-se para cada o € C a funcdo a : L(Fs) —
L(F4) da sequinte forma

a : L(Fa)— L(Fa)
() —1({a Al A € pn})

Estas funcées sao homomorfismos de locais.

Prova: Sendo |(u), [(v)) € L(Fa)e {I(p:)}i € L(Fa),

a(Fa) a(}({0}))
= 1({ad})
= 1({0})
= Fau
a(@) = a(l({})
= 1({H
0
a(l(p)nl(v) = al{ANA|A€epeA ev}))
= J{a(ANA)|AepueA ev})
= J{aANaA |A€pe AN erv})
= a(l(p) na(l(v))
a(U; 1(1:)) a([(U; 1))
= [({eAA e p})

Do lado dos tragos, cada evento ¢ também gera um morfismo que associa a cada trago
w, um traco wa.

Proposigao 4.4
Dado um agente A = < 3,C,F>, define-se para cada a € C a fun¢do a : C* — C* da
sequinte forma

a : C® — (%

W= wa

Todas estas fungoes sdo continuas na topologia de Scott.
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Prova: Como se sabe os conjuntos da forma |(a), com a € C*, constituem uma base
da topologia 7g. Os abertos de Scott sdo portanto conjuntos da forma (J,.p T(a), com
P € P(C*). Vamos entdo ver que a imagem inversa de um aberto de Scott é ainda um
aberto de Scott.

Sejaa € C* e P € P(CY),

a”(I(a)) = {wel”|a<wa}

0 se Aad €C*: a=da
(') se Ja'€C:a=da

@
/—/\—Tﬁ‘a‘
o
a N Ugep (@) = {wel®|a<wa ,comac€ P}

= Usep{w €C®|a <wa}
= Uaepa ' (I(@))

Provamos, portanto, que a : C* — C* é uma func¢do continua na topologia de Scott.
O

Resta agora saber se estas func¢des, geradas pelos eventos de um agente, sdo ainda
funcoes continuas quando consideramos o espaco topoldgico X 4.

Proposigao 4.5
Para um agente A = < X,C,F>, as fungoes geradas pelos seus eventos

a : C® —(C=

W= wa

sao continuas na topologia intrinseca do agente A.

Prova: Sabemos que a topologia (X 4) é mais grosseira que a topologia de Scott, 7s, e
como tal (X ,) estd contido em 7g. Como acabamos de ver, a™! associa a cada elemento
de 75 um elemento de 75; resta agora saber se, quando nos restringimos ao subconjunto
Q(X4) C 75, a imagem ¢~ '(O0) de um aberto O é ainda um elemento de Q(X,) ou é
apenas um aberto de Scott genérico.

Seja. O = Uae,Oa , com pu€ P(Fy)
= Useulw €C™ | wf-A}

a_l(UAEu Oa)

{w el | wa €Uae, On}
= Ungulw€C” | wa € Oa}
Uaeudw € € | wa|-A}

a='(0)

Atendendo a definicdo da relagao |-, para o caso de sequéncias finitas temos

aalFA sse F(aa)A sse Fa(aA)
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pelo que,
{a €C"| aa|lA} ={a e C"| allaA}

Considerando agora a definicdo de | extendida a sequéncias infinitas verifica-se (pelo
mesmo motivo) que, sendo w € C*,

walFA  sse w|laA

Portanto,
{we ™| walFA} = {w e € | wlfar)
Entao
aH0) = Usepw €0 | wllar)
— Use, Ous

que é um aberto de Q(X,).

Concluimos entdao que ™! associa a cada aberto de Q(X,) um aberto de Q(X4) e
portanto, a : C™ — C* é uma func¢do continua na topologia intrinseca do agente.
a

Usamos o nome de cada evento a € C como identificador de trés func¢des distintas, com
dominios em Fy, L(F4) e C*=. Estas funcoes serdo diferenciadas entre si pelo contexto
onde irdo ser usadas.

Sendo a : C* — C* uma fun¢ao continua em Q(X,), a funcao

a”t o QUX,) — QX,)
Uaeu Oa = Uae, Oua sendo u C P(Fa)

é, como se sabe, um homomorfismo de locais.
Estamos agora em condigoes de indicar a propriedade fundamental que caracteriza o

morfismo ¢4 : L(F4) — Q(X,), distinguindo-o dos homomorfismos genéricos de locais e
capturando a nogdo de causalidade.

Teorema 4.2
Sendo A um agente < X,C,F>, para cada evento a € C verifica-se que o seguinte
diagrama de homomorfismos de locais

,C(fA) a 'C(fA)

b, b,

Q(X4) Q(X4)

a—l

comuta.

Prova: Vejamos que este diagrama é realmente comutativo:
sendo A € F4, e considerando o homomorfismo de semi-reticulados ¢ : Fy — Q(X4)
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al(¢(A)) = {wel™|wacd(A)}
{w el | walFA}
{w el | w|laA}
P(aA)

Seja [(p) € L(Fa) e u € P(Fa),

a” (®a(l(1)) = aH(Uaeu ¢(A))
= UAEM a_l((b(A))

= Uae, 9(aA)
bala(l(n) = @a(l({aA] A€ p}))
= Uaeu 9(al)
Portanto,
a= (®a(l(p)) = ®ala(l(p)))
O

Esta propriedade ligada a nogdo de causa que caracteriza o morfismo ® 4 estd também
presente (embora de diferente forma) na relagao | e no morfismo ¢ e é expresso pelas
propriedades

walFA  sse  w|faA

a”'(¢(A)) = ¢(aA)

Ou seja, todas estas propriedades traduzem a mesma informacdo, embora, num modo
diferente.

Essencialmente, o que estas propriedades afirmam é que uma justificacao para A face a
ocorréncia de um evento a, é uma justificacdo para a causa essencial de A face ao evento
a.

Note-se que “uma justificacdo para A face a ocorréncia de um evento ¢” é uma sequéncia
de eventos passados que termina em a e que justifica A; isto é, é algo da forma wa que
satisfaz wa|F-A. Como se prova, isso s6 é possivel quando se verifica w|faA; ou seja,
quando w é uma justificacdo para a “causa essencial de A face ao evento a”.

Resumindo, um agente A =< 3,C,F> é semanticamente caracterizado pelo triplo
< Fay Xa, Py >

ou seja, o conjunto F4 das propriedades do agente, a sua topologia intrinseca X 4 definida
a custa da relacdo de justificacido entre tracos e propriedades, e o homomorfismo de locais
&, que faz a ligacdo entre a informacgdo semantica captada em X, e as propriedades
definidas pela linguagem légica capturando a nocdo de causalidade.
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5 Modelos de Tracos

A légica definida por um agente < X,C,F> requer, como é obvio, o estudo da sua
seméantica. No capitulo anterior fizemos ji uma exposicio das caracteristicas semanticas
dos agentes. No entanto, a logica que descreve um agente pode, certamente, ter uma
diversidade de modelos.

Em termos gerais, um modelo é um sistema de validacao de férmulas; ou seja, um
sistema de regras que separam as férmulas ditas vélidas de féormulas ditas ndo vélidas.

Como todo o formalismo dos agentes foi desenvolvido com o objectivo de nos permitir
descrever e raciocinar acerca do comportamento de sistemas concorrentes, vamos com
certeza estar interessados em nocoes de validade ligadas & concorréncia e comunicacao.
Por esse motivo, apresentaremos aqui modelos ligados a nocao de evento e traco.

5.1 Caracterizacao dos Modelos de Tracos de Agentes

A luz do triplo < F4, X4, P4 > que caracteriza semanticamente um agente A =<
3, C, > surge, naturalmente, que um modelo de tracos também seja caracterizado por
um triplo

<F, X, Q7 >

em que F deverd ser um subconjunto de propriedades do agente, X um espaco topoldgico
definido sobre um subconjunto dos tracos e & um morfismo de valoracdo de propriedades
do agente, para propriedades observaveis nos tracos que seja, de algum modo, consistente
com a semantica do agente: isto é, se um traco é uma justificacdo de uma determinada
férmula no agente e se o traco e a formula estdo contidas no modelo, entdo também no
modelo o trago deverd ser uma justificacdo da férmula.

Esta é a nocdo heuristica subjacente ao modelo de tragos. Vejamos entdo qual serd a
definicdo formal do modelo de tracos a que esta ideia nos ird conduzir e que condicoes
serdo necessdarias impor as diversas componentes do triplo < F, X, &7 >.

Relembre que uma propriedade é uma classe de equivaléncia de férmulas (logicamente
equivalentes) e que as formulas de uma mesma classe podem ser tratadas como semantica-
mente iguais. Assim, poderemos muitas vezes referir-mo-nos a uma propriedade através
de uma féormula que a represente.

F é um subconjunto de propriedades do agente, ou seja F C F4, e pode ser entendido
como o conjunto das propriedades que “sdo vistas” no modelo. No entanto, F ndo devera
ser um subconjunto qualquer. F deverd conter a propriedade @) e a relacao - restringida
ao conjunto F deverd gerar af a estrutura de um semi-reticulado. Isto, porque estamos
interessados em que F seja capaz de gerar a légica £(F) de um local. Como é obvio,
sendo F um sub-semi-reticulado de Fy, verifica-se que L£(F) é um sublocal de L£(Fy).
Ou seja, £(F) é uma légica com menos férmulas do que L£(F,).

Por outro lado, em termos da nocdo de causa essencial, dado um A € F arbitrario, ndo
haverd garantia de que a causa essencial de A face ao evento a, a A, seja também uma
das propriedades “vistas” pelo modelo. No entanto, o inverso deverd ser valido:
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Se a A for uma férmula “vista” pelo modelo, entdao a formula A também o
’
deverd ser.

Assim, F deverd ser um sub-semi-reticulado de F, que verifica as condices:

e F (2)

aAeF = AcF (3)
Relativamente ao espaco topoldgico X =< |X|,Q(X) >, poderemos dizer que

|X|cce>

o que significa que nem todos os tracos terdo de pertencer ao modelo. Poderdo pertencer
a0 modelo apenas alguns tracos.
No entanto, e como é desejavel, o conjunto |X| dos tragos “vistos” no modelo devera
satisfazer a condicdo
wae€l|X| = welX| (4)

o que significa que | X| deverd ser fechado para prefixos. A intuicdo que estd por detrds
desta condicdo é a de que se um trago, que é uma sequéncia de eventos que evolui do
passado para o presente, é “visto” no modelo entdo é porque o modelo “vé” também a
sequéncia de eventos ocorrida antes do ultimo evento.

A topologia Q(X) definida sobre |X| deverd ser tal que os seus abertos deverao
representar propriedades observaveis em |X|, o que significa que os abertos de Q(X)
deverao ser abertos da topologia de Scott sobre | X|. No entanto, como vimos, nem todo
o aberto de Scott corresponde ao conjunto das justificacoes possiveis de alguma férmula da
légica gerada por F. Portanto, vamos apoiar a definicdo de Q(X') na topologia intrinseca
do agente, que é mais grosseira que a topologia 75. Isto é, a topologia Q(X) é tal que

Oe€QX) sse FJO' €QX,y): 0=|X|NO’ (5)
Notagao: Uma vez que uma propriedade A determina univocamente o elemento [(A) da

légica L(F4), podemos usar A em substituigao de [(A), em situacdes onde pelo contexto
se depreenda que estamos a falar do ideal |(A) € L£(F4) e ndo da propriedade A de Fju.

Quanto ao morfismo ®; de valoracdo das propriedades do agente para propriedades
observaveis nos tragos, este morfismo @7 : £L(F) — Q(X) deverd ser um homomorfismo

sobrejectivo de locais, que é gerado por um homomorfismo de semi-reticulados conjuntivos
¢r + F — Q(X) da maneira usual

Oy L(F) — Q(X) (6)
) — Useu ¢r(A) , com p € P(F)

e que deverd satisfazer a seguinte condicao:
(wa € ®p(A) e aAEF) sse (we Pp(aA) e wae|X]) (7)

O facto de @7 ser sobrejectivo faz com que @7 determine, por si 86, a topologia de X
que é o contradominio de ®5. Portanto, todas as propriedades observaveis no modelo sao
imagens de alguma férmula da légica gerada por F.

A condigdo que se impde a @y transmite a seguinte informacao:
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Se wa valida A no modelo e se a A é uma férmula “vista” no modelo, entdo
no mesmo modelo w terda de validar a A.

Por outro lado, se w valida a A no modelo e se wa é um traco “visivel” no
modelo entdo w a terd de validar A nesse modelo.

Note-se que ®7 sendo um homomorfismo de L£(F) para 2(X) estd intimamente rela-
cionado com a relacdo de causa -, uma vez que é esta a relacdo de ordem de F. Daqui
surgem alguns resultados:

Lema 5.1
Seja F um sub-semi-reticulado de Fa que satisfaz as condigoes (2) e (3), e &7 o
homomorfismo de locais definido em (6). Sendo A, A’ € F, verifica-se:

(i) AFA = &p(A)C dp(A)
(it) ®r(0) = | X|
(iii) Pp(AUA) = dp(A)N By (A)

Prova:

(i) Sendo A € F os conjuntos [(A) sdo, como sabemos, da forma [(A) ={I'e F |I' - A}.
Dai que, sendo A F A’ se verifique que [(A) C|[(A’). Como ®7 é um homomorfismo de
locais temos que ®7([(A)) C ®7([(A’)) que é o que se quer provar, tendo em conta a
notacdo usada.

(ii) e (iii) vém directamente de ®7 ser um homomorfismo de locais.

a

Lema 5.2
Seja F um sub-semi-reticulado de Fa que satisfaz as condigoes (2) e (3), e &7 o
homomorfismo de locais definido em (6). Se o € | X| e a« A € F entdo

FaA = acdp(A)

Prova: Seja a € |X| e aA € F. Se F aA entdo, por (i) e (ii), |[X| € ®7(aA); em
particular, ¢ € ®r(a A). Logo, pela condigdo (7), ¢ € ¢7(aA) sse a € ¢7(A), uma vez
que sendo o = a;y...a, , a € |X|e aA € F, verifica-se pelas condigbes (3) e (4) que
Ao illyy Q1 ooy 1yt €X| e ay.cca,Ajasy.cay A, ., AEF.

a

Um modo alternativo de olhar para o morfismo ®; consiste em definir uma relacao
dita de justificacdo da forma que se segue.

Definigao 5.1

Dado o homomorfismo ®7 : L(F) — Q(X) definido em (6), define-se a relagao bindria
| entre o conjunto de tragos |X| e o conjunto de propriedades F da seguinte forma:
sendow € |X| e A € F,

wlFA  sse  we Pp(A)

w|FA lé-se “w valida A7 ou “w é uma justificagio de A”. A esta relagdo dd-se o nome
de relagao de validagao ou relagdo de justificagao.
O
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Em termos desta relagdo de justificacdo, o lema 5.2 pode ser escrito na forma
FaA = alFA | se a€l|X| e aAecF

A relacao de justificacdo || pode ser extendida para pares de férmulas do modo que a
seguir se apresenta.

Definigao 5.2
Dada a relagao de justificagdo || atrds definida e sendo A, A’ € F, diz-se que A € uma

Justificagdo de A’, e escreve-se A|FA’, se todo o trago que justifica A também justifica
A’ Ou seja,

AlFAT sse (Yw € ]X], wlFA = w|FA )

Pela defini¢do vemos que A|-A’ sse (Yw € [X|, w € ®r(A) = w e &7(A)), 0 que é
equivalente a dizer que ®7(A) C &4 (A’). Portanto,

AlFA" sse  Op(A) C dp(A)
A alinea (i) do lema 5.1 diz-nos entdo que é valido
AFA = AlLA!

que pode ser lido como “se A é uma causa de A’ entdo A é uma justificacdo de A’”. Esta
é a definicdo usual de correcgdo de um modelo de uma légica.

Nesta perspectiva, podemos dizer que s6 estamos interessados em modelos correctos e
que a nossa definicio de modelo ird implicar a correccdo do mesmo, uma vez que com
as condi¢des que ja impusemos para o modelo de tracos, A F A’ = A|FA’ verifica-se
sempre.

A completude de um modelo de tracos verifica-se quando a implicacao é valida também
em sentido contrario, ou seja,

AlFAT = AFA
Em termos do morfismo @7 : L(F) — Q(X), a condicao da completude ira ser
Or(A) C Pyp(A') sse AR A

Isto significa que ®p tem necessariamente de ser injectiva. De facto, sendo A A’ € F,
@T(A) = @T(A/) = ( @T(A) g @T(A/) [§] @T(A/) g @T(A) ) = AFA e A'FA =

A ~ A’; ou seja, A e A’ 330 a mesma propriedade.

Como, por construcdo ¢ : L(F) — Q(X) ja é um homomorfismo sobrejectivo de
locais, se um modelo for completo @ serd obrigatoriamente um isomorfismo.

Portanto, a condicao cldssica de completude de uma ldgica serd aqui substituida pela
condicdo de que a funcao ®7 : L(F) — Q(X) seja um isomorfismo. Nestas condicoes, as
férmulas da légica £L(F) e as propriedades observaveis nos tragos em X seriam entidades
absolutamente equivalentes. Isto significa que a andlise do modelo poderd ser feita,
equivalentemente, através da légica L£(F) ou através das propriedades observaveis de

QX).
A condigao (7) que pode ser expressa por
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(walFA e aA€F) sse (wlaA e wac€|X])

reflecte a nocao de causalidade, entre os tracos e as férmulas que sdo “vistas” no modelo.

Note-se que, para w € |X| e A € F arbitrarios, ndo ha garantia de que wa € |X| ou
de que a A € F. Se acontecer de para todo A € L(F) e para todo w € ®7(A),a A € F
ewa € |X|, acondigdo (7) pode ser reduzida a

wa € Pr(A) sse w€ Pp(al)
o que corresponde a termos (vendo os eventos como morfismos)
@ (D2(A)) = DrlaA)
considerando a a seguinte funcdo, continua em X

a @ X — X

W= wa

Ou seja, nestas condicoes o diagrama que se segue comuta.

L(F) ——L(F)

b7 b7

Convém ndo esquecer que esta caracteristica ndo estara presente em todos os modelos de
tragos de um agente, mas apenas naqueles modelos que verificam VA € FVw € ¢r(a A),
aAe€Fewac|X|

Vejamos como é que as condicoes impostas até ao momento as entidades que compoem
um modelo de tracos vio caracterizar esse modelo.

O facto de &7 : L(F4) — Q(X) ser um homomorfismo de locais originou o lema 5.2
que diz que se o traco a e a propriedade A forem “vistas” no modelo e se verificar F o A
entdo a terd de ser uma justificacdo de A no nosso modelo. Basicamente, o que se esta
a afirmar é que tudo aquilo que é justificado pela especificacdo do agente e que faz parte
do modelo, tem também de ser justificado no modelo. Ou seja, se a especificacdo de um
agente A exigir que F a A, caso a € |X| e A € F, entdo « terd de ser no modelo uma
justificacdo de A.

No entanto, o inverso pode ndo acontecer; isto é, podemos ter no modelo, a|A sem
que na especificacdo - a A seja uma consequéncia valida.

Portanto, o modelo pode justificar mais formulas do que as que estdo previstas na
especificacdo.

Contudo, com as condicoes impostas até agora, uma situacdo indesejavel pode aconte-
cer:

Podem existir justificacdes na especificagdo, da forma F a A, para as quais «
ndo pertence ao modelo, apesar de A pertencer. Isto indica-nos que, com as
condicbes que temos para o modelo, podem existir férmulas que a especificacdo
determina a validade e que o modelo ndao tem maneira de justificar.
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Para contornar esta situagdo teremos de impor uma condi¢do adicional aos modelos, que
garanta que toda a propriedade valida prevista na especificacdo tenha uma contrapartida
no modelo, sob a forma de justificacdo. Essa condicdo serd a seguinte:

Se, na especificacdo, [ é uma justificacio de um A € F entdo existe um
a € |X| que é um sufixo de [ e que é uma justificacio de A no modelo.

Modelo
Especificacéo
Esta condi¢do pode ser formalmente caracterizada por:
VA e FYpecCr, FAA = dac|X|:a<feacdp(A) (8)

Esta condicdo que estd aqui escrita em termos de tracos finitos, pode ser extendida para
tragos arbitrarios.

Notagao : A relacdo de justificacdo definida em 4.2 para um agente A, ai representada
por |-, passard agora a representar-se por |-, para que possa ser distinguida da relacao
de justificacao definida sobre o modelo de tracos.

A condicao (8) extendida para tragos arbitrarios serd
VA € Fw e (™, wk,A = JaelX|:a<weallFA (9)

Recolhendo todas as consideragdes tecidas a volta do modelo de tragos, vamos agora
apresentar a sua defini¢do formal.

Definicao 5.3
Seja A =< X,C,F> um agente. Um modelo de tragos do agente A é um triplo

<F. X, 07 >
em que:
o F € um sub-semi-reticulado de F, que verifica as condigoes: sendoa € C e A € Fy,

- Der
aAeF = AeF

o X € um espaco topologico < |X|,Q(X) > tal que:

| X| € subconjunto de C* que verifica: sendow € C* e a € C,
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wae€lX] = welX]
- Q(X) € uma topologia cujos abertos sao da seguinte forma:

OeQX) sse O €eQX,): O0=|X|N0O

o Op @ L(F) — QX) € um homomorfismo de locais, sobrejectivo, gerado por um
homomorfismo de semi-reticulados conjuntivos ¢r : F — Q(X) do sequinte modo

Op : L(F) — QX)
(1) = Uaeu ¢r(A) . com p € P(F)

que deve satisfazer a sequinte condicdo:
(wa €Pr(A) e aAEF) sse (w€Bp(aA) e wae€l|X])
e verifica-se a condicdo:
VA € F VYw € C™, wkF,A = dJaelX|:a<weace dp(A)
O

Lema 5.3
Dado um agente A =< X,C,F>, o triplo < Fu, X4, P4 > constitui um modelo de
tracos do agente.

Prova: Trivial.
Od

Um resultado importante que advém das condicdes que sdo impostas a um modelo de
tragos é o que se segue.

Teorema 5.1

Seja A um agente < X,C,F>, e < F, X, ®r > um modelo de tracos de A. Sendo
i L(F) — L(Fa) o morfismo de inclusao da logica gerada por F na ldgica gerada
por Fu (gerado pela inclusao de F em F,), existe um unico homomorfismo de locais
C:UX)— QX4) que faz comutar o sequinte diagrama

L(Fy) ~—— L(F)
D, dr

Q(X4)

T UX)

Prova: Para cada ®7(A) € Q(X),sendo A € F, considerem-se os conjuntos da seguinte
forma:

{wedu(A)] a<w e aedr(A)}
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Considerando a condi¢do (9) que é imposta ao modelo de tragos é facil de ver que tais
conjuntos correspondem aos conjuntos ®4(A) pois, w € P4(A) = W}, A = Ja € |X|:
a<weaé€ dp(A). Portanto, ¢ serd um morfismo que faz a seguinte transformagao:

Pr(A) — Uae¢T(A) T(a) N ®4(A)
que, como acabamos de ver, corresponde a transformacao
Or(A) — ®4(A)
Uma vez que o morfismo ®5 é sobrejectivo podemos definir { como sendo

¢ @ QUX)— AX,)
Or(l(1)) — Uae, ®a(A) , sendo p € P(F)

Dado que ¢4 é um homomorfismo de locais, e tendo em conta a sua definicdo, é imediato
ver que a fungdo ( faz comutar o diagrama: sendo | (p) € L(F), com u € P(F),

C(@2((1) = Uagy ®a(A) = Uaeu #(A) = @a(l(p))-

Vejamos agora que ( é realmente um homomorfismo de locais:

Sendo p,v € P(F)e {(p:)}: C L(F),

X)) = ¢(@r(H{0)) = J @a(d)=@4(0)=C~
Ae{0}

0 = <@ =J 2a(2)=0
Ae{}

(@r(l(p) N er(lr))) = (@r(l(¥)N L(#)))
= ((Pr({A'AA"] Ale e A" ewr}))

= UJ P4(A)

Ac{A'AA"| AlepeAllev}

= U (eaa)neaa”)

Aleu, Al ey
= Y eaan U eaa)
Alep Allgy

= (@r(L(p)) N (P2 (1(»)))

SUJer(l(p)) = C(<I>T(U l(m)))z((%(l(Um)))
= U a@=UU e

ael]),m ©adw

= Uc@el(m))

Uma vez provado que existe um ¢ : Q(X) — Q(X,4) nas condi¢bes do teorema é facil ver
que ele é Unico, pois se existir um outro homomorfismo de locais ¢ : Q(X) — Q(X4) tal

que o(r( (1)) = ®a(l(p)) entdo o(r(1(1))) = ((7(l(1))). Como @7 é sobrejectiva,

= (. Portanto, { é tnico.
O
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5.2 A Categoria dos Modelos de Tragos

Como se sabe, na categoria Loc os objectos sdo locais e os morfismos sdo as trans-
formacgoes inversas dos homomorfismos de locais; tém sentido contrario ao dos homo-
morfismos respectivos. Para ndo complicar a nota¢do daremos o mesmo nome tanto ao
homomorfismo de locais como ao morfismo respectivo na categoria Loc.

Um resultado imediato do teorema 5.1 é o de que a construcido de um modelo de tragos
para um agente A implica que na categoria Loc exista o seguinte diagrama comutativo

L(Fy) —s L(F)
D, dr

Q(X4)

T UX)

Este resultado sugere-nos a seguinte definicao categorial para a nocao de morfismo entre
modelos de tracos de agentes.

Definicao 5.4
Dados dois modelos de tracos de agentes, < F, X, @7y > e < F X', 0, > um
morfismo de modelos de tragos

n<F,X,0r>—< F X, 0 >
€ um par de homomorfismos < ng,ng >, em que:
(i) ne € um homomorfismo de locais entre as logicas geradas por F' e F

e L(F) — L(F)

Este homomorfismo é gerado por um homomorfismo de semi-reticulados entre F' e

F.

(ii) ng € um homomorfismo de locais entre as topologias de X' e X
o ¢ QX)) — QX)
de tal modo, que o sequinte diagrama em Loc

L(F) ——s £(F)

oy !,

comuta.

a
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Saliente-se que a definicio de morfismo de modelos de tracos ndo exige que os modelos
sejam necessariamente do mesmo agente.

A existéncia de morfismos entre modelos de tracos levanta a hipdtese de ser definivel
uma categoria que tenha por objectos modelos de tracos e, como morfismos, os morfismos
de modelos de tragos. Vejamos, pois, se tal categoria é definivel:

e Sendon :< F, X, ®p >—=< F X', >etp < F . X, 0, >=< F' X" O >
morfismos de modelos de tracos, a composicao destes dois morfismos é o morfismo
Yon:< F, X, ®p >—=< F" X" &/ > que se define como sendo o par de homo-
morfismos < 1z 0 ¥, 1jg 0 g >. Confirmemos que ¥ on é de facto um morfismo de
modelos de tracos:

—ne oty L(F') — L(F) é um homomorfismo de locais, pois resulta da
composigao dos homomorfismos de locais ¥, : L(F") — L(F') e ne : L(F') —
L(F).

— g o g @ UX") — Q(X) é um homomorfismo de locais, pois resulta da
composi¢ao dos homomorfismos de locais g @ QX") — Q(X') e nq :
QX") — Q(X).

E o diagrama em Loc?

c(F) L2 popny

i o

QX) QX")

thg 0 o

comuta, pois

,C(f) e ,C(f/) ¢£ ,C(f”)

By P, &
X)) —— UX) o Q(X")
®ro(Paonn) = (Prog)ong = (Yeo®p)ong =

= Yro(Phong)=1eo(n.odr) =
= (lbﬁoﬁﬁ)o‘l)T

Por outro lado, é evidente que a composicio de morfismos de modelos de
tragos é associativa, uma vez que a composicao de homomorfismos de locais é
associativa.

e Para todo o modelo de tracos m =< F, X, Py > existe o morfismo identidade
i, < F, X, ®p >=< F, X, ®r > que corresponde ao par < wdg,idg > em que
id; é aidentidade em L(F) e idg a identidade em Q(X).

#Note-se que os homomorfismos de locais dido origem a morfismos de sentido inverso na categoria Loc.
Por isso, a composi¢ao de morfismos em Loc é feita na ordem inversa de composigao de homomorfismos
de locais.
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Podemos, pois, definir a categoria de modelos de tragos de agentes.

Definigao 5.5

Mod € a categoria dos modelos de tracos de agentes, cujos objectos sdo modelos de
tracos de agentes e cujos morfismos sdo os morfismos de modelos de tracos, apresentados
na definicdo 5.4.
O

Para um dado agente A =< 3,C,F>, podemos definir a categoria de todos os modelos
de tracos deste agente.

Definicao 5.6
Seja A =< X,C,F> um agente. ModT, € a categoria dos modelos de tracos do
agente A. Os seus objectos sdo modelos de tragos de A e os morfismos sdo os morfismos

de modelos de tracos, < ng,ng >, em que o homomorfismo n; € uma inclusdo.
O

ModT, é, evidentemente, uma subcategoria de Mod.

Corolario 5.1

Seja A =< X,C,F> um agente. O modelo de tracos < Fu, X4, ®4 > do agente A € o
objecto inicial da categoria ModT 4 dos modelos de tracos de A.

< Fu, X4, P4 > designa-se de modelo de tragos inicial de A ou, simplesmente,
modelo inicial de A.

Prova: Qualquer que seja o modelo < F, X, &7 > do agente A, pelo teorema 5.1, existe
um inico homomorfismo de locais ¢ : Q(X) — Q(X4) que faz comutar o diagrama

L(Fy) ~—te L(F)

Py ®r

(Xa) 8X)

¢
Portanto, existe sempre um tnico morfismo de modelos de tracos de < Fu, X4, P4 >
para < F, X, ®r > que é caracterizado pelo par de homomorfismos < ¢, >

< Fu X400, > F X By >

Pelo que < Fy, X4, P4 > é 0 objecto inicial da categoria ModT,.
O

Uma vez que qualquer agente A =< ,(,F> é semanticamente caracterizado pelo
triplo < F4, X4, ®4 >, uma subcategoria que tem grande interesse extrair da categoria
Mod, é a categoria cujos objectos sdo apenas os modelos iniciais de agentes e em que os
morfismos sdo os morfismos de modelos de tragos.

Dado que < Fy, X4, P4 > capta toda a informacdo semantica do agente, podemos
encarar tal categoria como a categoria dos agentes.
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Definigao 5.7

Ag € a categoria dos agentes, cujos objectos sio modelos de tragos iniciais de agentes
e cujos morfismos sao os morfismos de modelos de tracos.
O

Ag é, claramente, uma subcategoria de Mod.

O facto da categoria ModT, dos modelos de um agente A =< X.C,F> ter objecto
inicial leva-nos a investigar sobre a possivel existéncia de um objecto terminal para esta
categoria.

Um modelo de tracos com potencialidades para ser modelo terminal é o modelo
< FL X, 0% >
em que:
F* é o semi-reticulado {0};

X* é o espaco topoldgico que tem como conjunto de pontos o conjunto C* e cuja
topologia é a topologia indiscreta de C*, cujos abertos sao () e C°°;

®% & o seguinte homomorfismo de locais:

@ i L) — O(XY)
1(0)) — €~
1(0) —0

E facil de ver que ®3, é gerado pelo homomorfismo de semi-reticulados ¢ : F* — Q(X*)
que transforma a formula () no conjunto dos tracos que a justificarem {w € C* | w|}- ,0}
que, como se sabe, corresponde a C™.

Vejamos entao que o triplo < F*, X*, &% > constitui um modelo de tracos. Relativa-
mente a F* é evidente que F* satisfaz as condigoes que lhe sdo impostas, uma vez que
al =0, sendoacC.

Quanto ao espaco topolégico X*, é 6bvio que | X *| satisfaz a condigao (4) e a topologia
Q(X*) satisfaz a condicao (5), pois tanto ) como C* sao abertos de (X 4).

No que diz respeito a 4., tendo em conta que, sendo a € C, a ) = @ e que ®4.(|({0})) =
C> é facil de ver que a condicdo (7) é satisfeita. A condicdo(9) é também trivialmente
satisfeita.

Lema 5.4
Seja A =< X,C,F> um agente. O modelo de tracos < F*, X*, ®% > do agente A,
acima definido, € o objecto terminal da categoria ModT 4 dos modelos de tracos de A.

< F*, X°*, 0% > designa-se de modelo de tragos terminal de A, ou simplesmente,
modelo terminal de A.
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Prova: Qualquer que seja o modelo de tracos < F, X, ®r > do agente A, existe sempre
um morfismo < ¢, > que faz comutar o diagrama (de homomorfismos de locais)

L(F) —— L(F*)

O homomorfismo ¢, por definicio de ModT,, deverd ser a inclusdo. Como, por
definicao ) € F, é evidente que L(F*) esta contida em L(F). Vejamos agora como
deverd ser ¢ para o diagrama comutar. Sabemos que ®7([{0}) = |X|, ®%(|{0}) = C*,
O7(1{}) =0 e ®%(]{}) = 0; portanto, ¢» deverd transformar C*° — |X| e § — 0 o que
pode ser expresso da seguinte forma:

v QXY — Q(X)
O — |X|nO

Pela construcdo que fizemos do morfismo < ¢, > é evidente que ele é inico, uma vez
que Q(X*) é a topologia indiscreta de C™.

Portanto, existe um tnico morfismo de qualquer modelo de tracos < F, X, &1 > para
o modelo < F*, X*, &% > e é caracterizado pelo par de homomorfismos < ¢, >

< T X, 00 >0 F0UX0 08 >
Pelo que < F*, X*, ®% > é 0 objecto terminal da categoria ModT,.
O

Lema 5.5
Seja A =< X,C,F> um agente e my =< F1, X1, P, > e my =< F3, X3, 3 > modelos
de tracos do agente A. A relacdo entre modelos de tracos definida por

my <my  sse I < i, >€ mor(ModT,): my piile ms

constitui uma ordem parcial a menos de isomorfismo.

Prova: A reflexividade e transitividade é assegurada pela prépria definicio de cate-
goria que garante a existéncia do morfismo identidade e da composicio de morfismos.
Analisemos agora a anti-simetria da relacdao <.

Suponhamos que m; < my e my < my, entdo é porque existem dois morfismos

<> <G> .
< Fi,X,P > Sl < F9, X0, P9 > e < Fy, Xy, Py > P < F1, X1, ®; >, e os seguintes

diagramas (de homomorfismos de locais) comutam

L(F) —t— £(F) L(F) —— 2(7)
P, P, D, o,
QXy) ¢ Q(X,) QXy) 2 QX,)
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Uma vez que tanto ¢ como j correspondem a inclusées, temos que L£(F;) = L(F3).
Por outro lado, temos ®,(A) = p(P3(A)) e ®5(A) = ¢(P1(A)). Portanto, ®,(A) =
Pp(@1(A))) e Po(A) = @((®2(A))).

Como tanto ®; como ®, sdo sobrejectivos, temos que ¢ o ¢ = idg(x,) € p o = idg(x,).
Portanto, Q(X;) = Q(X,).
O

5.3 Um Exemplo

Nesta seccao vamos retomar o exemplo da stack. Vamos considerar um agente que
especifica o comportamento de uma stack de bits, e construir um modelo de tracos para
esse agente.

Considere-se a seguinte declaracdo de um agente que especifica uma stack infinita de
bits:

¢ O conjunto das asser¢Oes primitivas serd
Y = {Empty, Top,, Topy}
¢ O conjunto de conectivas (eventos) sera
C = {new, push,, pushgy, pop}

o A relacdo de causa deste agente é gerada pelas seguintes regras de inferéncia:

F new Empty
F pushy Topg F push, Top,
A F pushg pop A A F pushy pop A

Note-se que A é uma meta-varidvel e como tal, representa qualquer férmula de Fy ¢.

Este agente especifica o comportamento de uma stack infinita de bits. Esta estrutura
de dados, sendo infinita, é na realidade impossivel de implementar num computador, pois
estas maquinas apesar de serem cada vez mais poderosas, nao deixam de ser maquinas
finitas.

Para modelo deste agente vamos considerar uma stack finita. Vamos ver como, por

exemplo, uma stack de uma s6 célula poderd ser um modelo deste agente. Vejamos entao
como teremos de definir cada um dos componentes que caracterizam um modelo de tracos.
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Seja | X| o conjunto de tragos gerado pelo autémato

)

new

@/p new

new new
push,
pushy
pop pop

em que 0 é o estado inicial e todos os estados sdo finais. Note-se que 0 é, simultaneamente,
estado inicial e final, pelo que ¢ € | X|.
E 6bvio que | X | satisfaz a condigao
wae€l|X| = welX|
Cada aberto da topologia Q(X) é o resultado da interseccao de cada aberto de Q(X,)
com |X|. Temos portanto definido o espago topolégico X =< | X|,Q(X) >.

Vejamos agora o conjunto F das propriedades do modelo. Seja I’ o conjunto das
assercoes do modelo definido por

F={aA|a€c|X| e AcX}

F é o conjunto das classes de equivaléncia de P(F) para a relacdo de equivaléncia ~
definida do seguinte modo:

I'~A sse T'HFA e AFT

Por tudo o que se disse na seccdo 3.4, é evidente que F é um sub-semi-reticulado de Fju.

No que respeita ao homomorfismo de locais @7 : L(F) — Q(X), ele é gerado pelo
morfismo

¢T . f——>Q(X)
Ar—A{ae|X|| FaA}

da seguinte forma:

¢y L(F) — QX)
l(lu) L UAEN ¢T(A)
Vejamos que a condi¢do (7) é satisfeita:
(waePp(A)eaAeF)=> (FwaAeaAeF)=> (Fw(aA)eaAe F)=>
we Pr(aA)

(wePr(aA)ewae |X|)= (Fw(eA)ewae |[X|)= (FwaAewa€ |X])
= wa € ¢p(A)
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A condicdo (9) é também satisfeita: VA € FVw € C*,
wk,A = Jdael':a<wekaA = dae|X|:a<weallA

Portanto, o triplo < F, X, ®; > aqui exposto, que representa uma stack de uma sé
célula, constitui um modelo de tragos para o agente acima descrito.
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6 Modelos de Estados

A caracterizacao de sistemas computacionais conduz-nos sempre a nocio de estado.
Estado é um conceito associado a nocao de “abstracdo do passado”: o passado que
impo6e realidades futuras deve ser abstraido, no presente, por algo que o caracterize
completamente.

Se pensarmos na definicio de agente, vemos que esta ndo tem em si uma noc¢ao de
estado explicita. Fssa nocao vai ser conseguida, semanticamente, através da definicao de
um outro tipo de modelos, diferente dos modelos de tracos, aos quais daremos o nome de
modelos de estados.

6.1 Definicoes Genéricas

Um tipo de modelo muito usado no estudo do comportamento de sistemas sdo os
classicos sistemas de transicdo [19, 5, 24]. Um sistema de transi¢ao consiste num conjunto
de estados e um conjunto de transicoes entre estados. Essas transicoes sdo etiquetadas
de modo a poderem indicar os eventos que elas representam.

Um modelo de estados de um agente ndo é mais do que um sistema de transi¢ao,
enriquecido com uma relacdo de validacdo entre estados e propriedades, que verifica certas
condicoes. Vejamos a sua defini¢do formal.

Definigao 6.1
Um modelo de estados de um agente A =< X,C,F> € uma estrutura

<K,F,b, E=>
em que,
K € um conjunto de estados;

F € um subconjunto de propriedades de F,; ou seja, F C F,. F sdo as propriedades
visiveis no modelo.

6 € uma familia indexada por C de relagoes bindrias em K, chamadas relagoes de
o~ a . .
transigao. Fscrevemos k — k' para indicar que (k, k") € 6,;

= € uma relacdo de validagao entre estados e propriedades; ou seja, =C KxF. k= A
deverd ler-se “k valida A7 ou “A € valida no estado k7.

e aonde € vdlida a sequinte condigdo (aqui apresentada em formato de regra):

sendo ¢,k € K, a € C e A € F,

qglEaAN ¢k
EEA (10)

Note-se que a condicao (10) imposta, implica que o conjunto F das propriedades visiveis
verifique a seguinte condicdo:
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aAeF = AcF

ou seja, se o modelo vé a causa essencial de A face ao evento a, ele deverd também ver
A.

A condicao (10) diz-nos que se a propriedade a A é vilida no estado ¢ e podemos
transitar do estado ¢ para o estado k pelo evento a, entdo o estado k deverd validar a
propriedade A. Esta condicdo reflecte, portanto, a nocao de causalidade entre eventos e
propriedades:

O estado ¢ ao validar a causa essencial de A face ao evento a, a A, estd a
validar a pré-condi¢do mais fraca que é necessdrio impor para que apds a
ocorréncia do evento a se possa garantir que A é valida.

A transicdo ¢ — k simula a ocorréncia do evento a, quando estamos no estado
b1 b
q, sendo k o estado a que se chega imediatamente apds a ocorréncia de a.

Pelo que se acabou de dizer, a justificacdo para que k deva validar A surge
naturalmente.

Esta situacdo pode ser esquematicamente representada por

qkfia%®k

representando cada estado por uma circunferéncia dentro da qual assinalamos as proprie-
dades que nos interessa por em evidéncia.

Se olharmos com atencido para a definicio de modelo de estados apresentada, vemos
que pode acontecer que k = A, ¢ = k e no entanto, q [£ a A.

A primeira vista isto pode parecer um pouco contraditério com o que se disse acima.
De facto, se k valida A e ¢ = k, fard sentido ¢ ndo validar a A ?

a A é a causa essencial de A face ao evento a, e representa a pré-condi¢ao mais fraca
que é necessario validar para que apds a ocorréncia do evento a se possa garantir que A
é valida. Portanto, se a A ndo é valida, ndo temos a garantia de que apds a ocorréncia
do evento a, a propriedade A seja valida, no entanto, isso pode acontecer. Ou seja, se ¢
nao validar a propriedade a A, o estado para o qual se transita de ¢ pela ocorréncia do
evento a tanto pode validar A como néo validar.

o)
q /
\ .

Neste sentido, ha um certo grau de ndo determinismo em modelos deste género: de um
dado estado nao se pode prever todas as propriedades que serdo vilidas apds a ocorréncia
de um dado evento.

Por esse motivo, chamaremos aos modelos aonde estas situagoes ndo ocorrem de modelos
deterministicos.
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Definigao 6.2
Um modelo de estados < K,F,é,=> de um agente A =< X,C,F> diz-se deter-
ministico se verifica a sequinte condigao (aqui apresentada na forma de regra):

sendo ¢,k € K, a € C e A € F,

k|:A qgk
qFal (11)

Os modelos de estados deterministicos, ao verificarem as condicdes (10) e (11), sdo
modelos em que de qualquer estado se conhece & partida que propriedades passarao a ser
validas face & ocorréncia de algum evento.

Notagao: E por vezes conveniente extender a notacdo da relacdo de transicdo para
sequéncias de ac¢bes. Assim, escrevemos

Sy , sendo a = a;as ---ay,
quando existem estados ki, -- -, k,_; tal que
Gp— n
k‘gk‘lg —>1 k‘n_la—>k‘/

Definicao 6.3

Seja A um agente, m =< K, F,6,[=> um modelo de estados de A e A, A" € F. Diz-se
que A € uma justificagdo de A’ no modelo m, e escreve-se A |= A/, se todo o estado de
m que valida A também valida A'. Ou seja, sendo A, A" € F,

AEA sse (VE e K, EEA = kEA)

0
6.2 Modelos de Estados Correctos

Até ao momento, a nocio de estado surgiu de maneira forcada pela definicio de modelos
de estados para os agentes. Nao é isso que pretendemos, ji que a nossa tese é que a no¢ao
de estado estd inerentemente embebida na prépria especificacdo do agente.

De certo modo, procuramos “o espaco de estados mais geral” que vem do préprio agente
e do qual todos os outros espacos de estados nada mais sdo do que implementacses.

Como vimos no capitulo 4, um agente A pode ser semanticamente caracterizado pela
estrutura < Fu, X4, ®4 >. Vamos usar essa informacdo para gerar um modelo de estados.

A visdo topoldgica dos espacos de tracos leva-nos a questionar o modo como a topologia
intrinseca de um agente separa pontos.

Consideremos um agente A =< ¥,C,F>. A topologia intrinseca do agente A, Q(X,),
tem por abertos os conjuntos da forma

Uae, Oa , com p € P(Fa)
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em que Op = {w € C® |wl|F, A}. A pré-ordem de especializacao gerada por Q(X4) em
C™ e que se define por: sendo w,w’ € C,

w=w sse (VO €EQXa), weO = ' €0)
pode ser, equivalentemente, descrita por :
w=w sse (VAeFu, wlF,A =W |,4)

uma vez que os conjuntos da forma O = {w € C* | w |}-, A} constituem uma base da
topologia Q(X4).

Como é sabido esta relacdo é uma pré-ordem e 86 é uma ordem parcial se o espaco
topolégico X4 for Ty. A razdo porque ndo é necessariamente uma ordem parcial deriva
de poder ocorrer w < W' e W < w sem que w = w’.

Podemos, no entanto, definir uma relacdo de equivaléncia com base nesta pré-ordem
fazendo

0 que é equivalente a dizer
w=4w sse (VO €QXy), wel & W' €0)

ou seja, dois tracos w,w’ € C* sdo equivalentes se ndo é possivel separd-los usando a
topologia Q(X4).
Esta relacdo pode ser descrita por

w=a w0 sse (VAeF,, wlb,A & o |F,A)

Proposigao 6.1
Seja A =< X,C,F> um agente e =4 a relacdo de equivaléncia em C* definida por:
sendo w,w’ € C™,

w=aw sse (VAE€EF,, wlF,A & J'I|,4) (12)
A relagdo =, satisfaz a sequinte propriedade: sendo w,w’ € C™ e a € C*,
w=o = wa=, 0o (13)

Prova: Sew =4 W' entdao VA € Fyu, w|F,A & ||, A. Tendo em conta a definigao
de |- ,, isto significa que para todoo A € Fy, Fy<w : F~vA & Iy <o FAA
Como A é qualquer, podemos considerar A da forma a®, com © € F,, ficando entao

FH<w: Fyad) & F < FA(a0)
Como © € F, é qualquer, temos entdao que
VO € Fu, wall,0 & Jall-,0
E portanto, wa =4 W'a.

a

Pode-se agora construir o conjunto quociente C*/ =, gerado por esta relagio de
equivaléncia. Os elementos de C*°/ =4 sdo, portanto, as classes de equivaléncia definidas
pela relacio =4.
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Uma vez que |X 4| = C™ e a relagdo =4 é completamente determinada pela topologia
Q(Xa4), o conjunto quociente C*/ =, podera também ser representado por | X 4|/Q(X4).

A defini¢ao do conjunto quociente introduz uma fungao Il : | X 4| — | X4|/Q(X4) que a
cada ponto de | X 4] associa a classe de equivaléncia que o contém. II tem o nome genérico
de projeccdo canonica e é claramente sobrejectiva.

Vejamos agora em que circunstancias I gera uma fun¢ao continua. Paraisso precisamos
de definir uma topologia apropriada no espaco quociente.

Tomemos a familia de conjuntos {Up}oeqa(x,) definidos por

Uo ={Ill{w)| we O}
E facil de verificar que a familia {UO}OEQ(XA) forma uma topologia. De facto,
® @ = U@
L] |XA|/Q(XA)I Ucoo
UoNlo = {l(w)|we0}n{liw)|we0}
{Iw) | we O ewe O}
{II(w) | we ONO'}

= Uono
0,0'€e QX,)=>0Nn0" € QX,), porque (X ,4) é uma topologia.

Ui Uo, =

U{ll(w) [w € O}
é (W) [welU;0:}

Vi, O; € Q(Xa4) = U; O; € Q(X4), porque (X 4) é uma topologia.

A esta topologia da-se o nome de topologia induzida no espaco quociente e denota-se

por Q(|X4]/Q(X4)).

Portanto, w € O = Il(w) € Up e a implicacdo inversa é também verdadeira, pois se
I{w) € Up entao dw’ € O : ll(w) = I[(v'), pelo que w =4 w’. Como pela defini¢do da
equivaléncia w =4 ' sse (VO € Q(X4), w € O & W' € 0), temos que w € O. Logo,
teremos de ter O = II71(Up).

Portanto, para as topologias Q(X4) e Q(| X4|/2(X4)) a projec¢do canénica II é uma
funcao continua.

Lema 6.1
A topologia Q( X 4) € isomorfa a topologia por ela induzida no espago quociente | X 4|/ QX 4).
Isto €,

Q(X4) = Q| Xa]/2XA))

Prova: Considere-se a seguinte fun¢ao

I QX4) — QX4l/QXa))
0O — Up
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Il é obviamente sobrejectiva, pela prépria definigio de Q(|X4]/Q(X4)). Para todo o
0 € Q(X,), verifica-se que II7Y(II(0)) = O. Donde, se for I[(Q) = TI(O') teremos
I-YI[(0)) = I~YII(O")); ou seja, O = O'. Portanto, Il também é injectiva. Conse-
quentemente, a funcdo II estabelece um isomorfismo de locais.

O

Que relacdo existe entre estes dois espacos de estados e porqué a introducdo
deste espaco | X4|/Q(X4) ?

Em primeiro lugar, notemos que “a topologia é a mesma” e “hd menos pontos”; o
morfismo 1l preserva os abertos mas faz corresponder varios pontos de X, num tnico
ponto de | X 4|/Q(X4).

O que é que se ganhou ? Simplesmente o facto de o novo espaco ter passado a ser
Ty, quando o espaco original ndo o era necessariamente. De facto, dadas duas classes de
equivaléncia u,v € | X 4|/Q(X ) distintas, temos sempre II(w) # I(w’') para todo o w € u
e w' € v. Donde, tem de existir um aberto O que ndo contém simultaneamente w e w’.
Consequentemente, ﬁ(O) nao pode conter simultaneamente u e v, e portanto separa u
de v. Logo, Q(| X 4|/ X4)) é T,. Alias, isto vé-se muito facilmente dado que a relagao
de especializacao desta topologia é, evidentemente, uma ordem parcial. A | X4|/Q(X4)
chama-se a separacdo de | X 4].

Como vimos, a relagao de equivaléncia =, gerada pela topologia (X 4) que caracteriza
semanticamente um agente A, exprime o facto de duas sequéncias de eventos que se
extendem, eventualmente, desde o passado mais remoto até ao presente, e que validam
(no presente) exactamente as mesmas propriedades, serem equivalentes em termos de
representarem uma “sintese” da influéncia dos eventos passados nos fenémenos futuros.

Atendendo a nocgdo heuristica de estado, todas as sequéncias de eventos relacionados
entre si por =, denotam o mesmo estado.

Uma vez que a relacao de equivaléncia =, foi gerada pela separacdo de | X 4|, podemos
dizer que o acto de criar uma topologia que separe pontos segundo o axioma T é equi-
valente & criacao de um espago de estados.

Baseados nesta construcao, vamos entdao tentar definir um modelo de estados para um
agente A =< X,C,F>:

e Com base na relacdo de equivaléncia =, que acabamos de definir, vamos definir o
espaco de estados K4 como sendo o conjunto das classes de equivaléncia geradas

por =4:
ICA = COO/ =4
e Todas as propriedades de F, sdo visiveis no modelo.

o A relagdo de validacao define-se da seguinte forma: sendo w € C™ e A € Fyu,
Wl EAaA sse wl|,A
e Cada relagao de transicao da familia 6, = {é,}.ec pode ser definida por:

([w],[w']) € 6o sse [w']=[wq]
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Portanto, todas as transicoes sdo da forma
[w] = [wa]

Note-se que o estado [wa] é independente do w escolhido como representante da
classe [w], dado que =, verifica a propriedade (13).

Falta agora verificar se para ¢,k € K4, a € C e A € F4, a condicdo

glEsaAN gk
k‘|IAA

é satisfeita.

Como todos os elementos das relacdes de transiciao de §, sao da forma [w] = [wa] vamos
considerar ¢ = [w] e k = [wa], para w € C™. Nestas condi¢bes temos que [w] Fa a A,
o que significa que w |-, a A. Mas entdo, wa |[|-, A e portanto [wa] =4 A. Ou seja,
k=4 A. Portanto, < K4, F4, 64, =4> constitui um modelo de estados do agente A.

Além do mais, o modelo < K4, Fy, b4, |F4> satisfaz a condi¢do

klEaA g2k
qlFEasaA

com ¢,k € K4, a € Ce A € Fy, que caracteriza os modelos deterministicos. Senao
vejamos: pelos motivos j& apresentados temos ¢ = [w] e k = [wa], com w € C™; k =4 A
fica entao [wa] =4 A; ou seja, wa |-, A, o que implica w |-, ¢ A e logo [w] =4 ¢ A.
Portanto, ¢ =4 a A.

Vamos entdo sumariar todo este estudo numa proposicao.

Proposigao 6.2
Dado um agente A =< 3,C,F>, a estrutura

<Ky Fa,ba,lEa>
onde:
o Ka=C>®/=4 , em que =4 € a relagdo de equivaléncia definida em (12).
o F, € o conjunto das propriedades visiveis no modelo.

o 04 ={b.}tucc , em que todos os elementos de cada relagdo 6, sio da forma
W] & [wa] , com weEC®
e =4 € arelacdo de validacdo definida por
WlEAaA sse wlF,A , com wel®e AcFy
constitui um modelo de estados deterministico para o agente A.
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Prova: J& apresentada acima.
O

O estado surge neste modelo como uma classe de equivaléncia do que pode ter aconte-
cido no passado. Temos sequéncias de eventos que acontecem no passado que mais tarde
fazem chegar as mesmas conclusdes no presente.

Como sabemos, todo o aberto de Q(X,) é da forma Upe, Oa, com p € P(F,). Por
outro lado, j& vimos que Uy,.,0, = Uag, Uo,- Portanto, os conjuntos da forma Up,,
com A € F,, constituem uma base de Q(|X4|/Q(X4)). Para facilitar a notacdo vamos
denotar estes conjuntos por OQ; ou seja, sendo A € Fyu,

Aa={kela| klFa A}

Também com o propédsito de simplificar a notacdo passaremos a representar o espaco
topolégico X4 /QUX4) =< | Xal/QUXA), Q| X4l/QUX4)) > por X§ =< |X3],Q2XY) >.
Portanto, todo o aberto de (X §) é da forma

Uae, Oa » com p € P(Fy)

Tal como foi feito para os modelos de tracos, também aqui podemos definir um
homomorfismo de semi-reticulados entre as propriedades do agente e a topologia do espaco
de estados.

Proposigao 6.3
Dado um agente A, a funcdo ¢5 : Fu — Q(X) definida por

P Fa— QXY
Ar—{keKs| kFa A}

constitui um homomorfismo de semi-reticulados conjuntivos.

Prova : Trivial, dado que (X§) = Q(X4).
O
A fungao ¢9 pode, evidentemente, ser extendida ao local L£(Fy).

Proposigao 6.4
Dado um agente A, a fungdo ® : L(F4) — Q(XY) definida por

O L(Fa) — QXY)
W) — Uaeu 95(A) , com p e P(Fy)

constitui um homomorfismo de locais.

Prova: Trivial, dado que Q(X§) = Q(X,).
O

O facto da funcdo ¢ : Fu — Q(X§) ser um homomorfismo de semi-reticulados acarreta
implicitamente uma nogao de correcgao. ¢ ao ser homomorfismo de semi-reticulados
conjuntivos, preserva o elemento mdximo, conjungoes, e a ordem.

Considerando agora a relagao de validacdo do modelo, isto traduz-se na verificacao das
seguintes condigdes: sendo AN € Fye k€ Ky,
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(i) VkeKa kial
(ll) (k‘ |IA A e k |IA A/) = k |IA A,A/
(i) AFA = Ay A

A condicao (iii) corresponde & definicao usual de correc¢ao de um modelo de uma légica.
A condicao (i) diz-nos que todo o estado valida o verdadeiro e, por outro lado, garante
que a relacao de validacdo nao pode ser vazia. A condicao (ii) diz-nos que se um estado
validar duas propriedades, ele deve validar igualmente a sua conjuncao.

Todas esta condicoes sdao condictes que desejamos ter presentes nos modelos de estados
e, por esse motivo, s6 nos vamos interessar por modelos de estados que satisfacam estas
condicoes.

Definicao 6.4
Seja A =< X,C,F> um agente e m =< K, F,6,=> um modelo de estados de A. O
modelo m diz-se correcto se F € um sub-semi-reticulado de F 4 que contém a propriedade

0, a famiia de conjuntos Y = {{k eEX|kE A}}A - ordenada por inclusdo constitur
€

um semi-reticulado e a funcao

o  F—Y (14)
Ar—{keK| kEA}

for um homomorfismo de semi-reticulados. Ou, equivalentemente, se o modelo m verifica
as sequintes condicoes: sendo A, A" e F ek € K,
(i) Ykek, kED
(ii)) (kEA e kEA) = kAN
(iii) AFA = AEA
O

Atendendo a definicdo de Y, é evidente que a funcdo ¢ é sobrejectiva.

Lema 6.2
Dado um agente A, o modelo de estados < K4, Fa,04,[E4> € correcto.

Prova: Trivial.
O

Uma vez que se falou de correccido é natural também falar de completude. O conceito
classico de completude levar-nos a dizer que um modelo é completo quando verifica a
condicdo

AEA = AFA

Olhando para a no¢ao de correccdo de um modelo de estados de um agente, podemos
dizer que um modelo correcto < K, F,§,[=> é completo se a funcao ¢ definida em (14)
for injectiva. Isto é, ¢ é um isomorfismo de semi-reticulados.

De facto, sendo A, A’ € F,
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AEA" sse YVekeK, EEA=EEA
sse {k|kEA}C{k|kE A"}
sse  P(A) C P(A)

Pelo que
PA)=¢(A") & (HA)C¢(A") e H(A)CHA)) & ARAeA A &
& AFA e AFA & A~NA

Portanto, o modelo é completo se e sé se ¢ é injectiva.

Definigao 6.5

Seja A um agente e m =< K, F, 6, => um modelo de estados correcto de A. O modelo
m diz-se completo quando a fun¢do ¢ definida em (14) é um isomorfismo de semi-
reticulados. Ou, equivalentemente, se: sendo A, A" € F,

AEAN = AFA

a

6.3 Conversao dos Modelos de Tracos em Modelos de Es-
tados

Para um agente, apresentamos dois tipos de modelos: os modelos de tracos e os modelos
de estados. Uma questdo importante é a de saber como é possivel passar de um tipo de
modelo para outro.

Os modelos de tracos representam o comportamento do agente e, de certo modo, a
visdo extrinseca do mesmo; representam o modo como o agente pode interactuar com os
outros. O modelo de estados é a forma mais natural de representar computacbes; ou seja,
as actividades intrinsecas do sistema. A passagem de um tipo de modelo para o outro é,
portanto, fundamental.

Na seccdo anterior construimos um modelo de estados para um agente A com base na
caracterizacdo seméantica dada pelo triplo < Fy, X4, 4 >.

Esta construcdo sugere-nos o mesmo tipo de procedimento para gerarmos modelos de
estados a partir de modelos de tracos, pois < Fy, X4, P4 > ja é por si um modelo de
tragos, mais propriamente o modelo de tracos inicial de A.

Portanto, tudo o que foi feito na seccdo anterior podera ser aproveitado com os devidos
cuidados, uma vez que um modelo de tragos genérico < F, X, ¢y > apenas se distingue
de < Fu, X4, ®4 > por ser mais restritivo.

Seja < F, X, ®y > um modelo de tracos para um agente A =< X,C,F>. Como vimos,
a construcao do espago de estados vai ser gerada pela criacao de uma topologia para | X|
que separa os pontos segundo o axioma Ty: a separacao de | X|.

A pré-ordem de especializacao gerada por Q(X)em |X | definida por: sendow,w’ € | X|,

w=w sse (VOeQX), weO = ' €0)
pode ser descrita, equivalentemente, por

w=w sse (VAeF, wedp(A) = o' e dp(A))
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pois os conjuntos ®7(A), com A € F, constituem uma base de (X ). Note-se que
w € O7(A) sse w|l-A.
A relacdo de equivaléncia = em | X | definida por

w=w  sse (w=xWw e W <w)

pode entao ser descrita por
w=w sse (VAEF, wedr(A) & '€ dr(A)) (15)

Proposigao 6.5
Seja < F,X,®r > um modelo de tracos para um agente A =< ¥, C,F>. A relacdo
de equivaléncia = descrita em (15) verifica a seguinte propriedade: sendo w,w’ € |X|,
aclewa, wac|X]|
w=w = wae=uWa (16)

Prova: Se w = o/, entdo VA € F, w € ¢7(A) & W € &7(A) considerando A
da forma ¢ © temos entdo que w € ¢7(a®) & W' € ®r(a0). Pela condicao (7) fica
wa € Pp(0) & wae dp(0), com O € F. Como O é qualquer, temos que wa = ' a.
O

Podemos ja avancar com a conversdo dos modelos de tracos para modelos de estados.

Proposigao 6.6

Dado um modelo de tracos m =< F, X, ®p > para um agente A =< 3,C, >, podemos
gerar um modelo de estados < K,F,8,[=> para A a partir do modelo de tragos m, da
sequinte forma:

K=|X|/= , sendo= a relagio de equivaléncia definida em (15);

o F € o conjunto das propriedades visiveis no modelo;

6 ={b.}tacc , em que todos os elementos de cada relagdio 8, sdo da forma

W] = [wa] , com wac|X]|

= € a relacdo de validacdo definida por
WlEA sse wedp(A) , com we|X|eAeF

Prova: As relagoes de transicao 6, estio bem definidas porque = satisfaz a condicao
(16). Falta ver que a condi¢do

gEaAN ¢2k
FEA ’

com ¢, keK,aeCeAaAeF

é satisfeita. Pela definicio de é, podemos considerar ¢ = [w] e k = [wa], com wa € | X].
Note-se que wa € |X| = w € |X|. Portanto, temos que [w] = a A, o que significa que
w € ®r(aA). Como [w] = [wa] éporque wa € | X|, entdo pela condigio (7)wa € ®p(A),
o que significa que [wa] | A.

Portanto, o triplo < K, F,é, |=> constitui um modelo de estados para o agente A.
a

Como sabemos, a topologia (X') é isomorfa a topologia induzida no espago quociente.

Vamos denotar este espaco topoldgico por X° =< | X°[,Q(X°) >. |X°| = K e todo o
aberto de ©(X°) é da forma
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Uae, Oa , com p € P(F)
sendo O ={ke K| k| A}

Proposigao 6.7
Dado um agente A, a funcdo ¢ : F — Q(X°) definida por

o5+ F—Q(X°)
A—A{keK| kEA}

constitui um homomorfismo de semi-reticulados conjuntivos.

Prova : Trivial, dado que Q(X°) = Q(X).
O

Esta proposicido indica-nos que os modelos de estados que resultam da conversdo de
algum modelo de tragos sdo correctos. Alids, outra coisa ndo seria de esperar dado que
todos os modelos de tracgos sdo correctos por definicdo.

Proposigao 6.8
Dado um agente A, a fungdo ®5 : L(F) — QX°) definida por

. L(F) — Q(X°)
() — Uae, 99(2) . com p e P(F)

constitui um homomorfismo de locais.

Prova: Trivial, dado que Q(X°) = Q(X).
a

Para além dos modelos de estados que resultam da conversiao de modelos de tracos
podem existir outros modelos de estados correctos que nao aqueles, como é evidente.

Para um modelo de estados correcto < K,F,é,|=> podemos tomar a familia ¥ =
{{k € K | k |= A}}Acr como base de uma topologia Q(K). E claro que extendendo o
homomorfismo de semi-reticulados ¢ : F — Y para o dominio £(F) da maneira usual

¢ . L(F)— QK)
) — Use b €K [k EEA}Y , com peP(F)

temos em ® um homomorfismo de locais.

No entanto, a topologia Q(K) pode nao ser Ty; ou seja, o espaco de estados K pode
ter estados diferentes que validam exactamente as mesmas propriedades. Esta situacdo
acontece quando temos estados “a mais”. Contudo, os modelos ndo deixam de ser cor-
rectos s6 que “pecam por excesso”.

Por tudo que aqui se disse, e olhando para o teorema 5.1, podemos construir para
os modelos de estados que resultam da conversio de modelos de tracos um diagrama
equivalente.

Teorema 6.1

Seja A um agente, € < K4, Fa,04,1F4> € < K, F,6,=> modelos de estados que
resultam da conversio dos modelos de tracos m, e m, respectivamente, sendo m, o
modelo de tracos inicial de A.
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Sendo i : L(F) — L(Fa) o morfismo de inclusao da logica gerada por F na ldgica
gerada por Fu (gerado pela inclusao de F em F4), existe um tinico homomorfismo de
locais £ : Q(X°) — Q(XY) que faz comutar o sequinte diagrama

L(Fy) ~—te L(F)

% o7
Q) 2AX°)
Prova: Trivial, dado que Q(X§) = Q(X4) e Q(X°) Z Q(X).

0
6.4 Categoria de Modelos de Estados Correctos

De entre todos os modelos de estados que é possivel definir para um agente A apenas
nos interessam os modelos de estado correctos.

A semelhanca do que aconteceu para os modelos de tracos, vamos aqui fazer a cons-
trucao de uma categoria para os modelos de estados correctos de um agente.

Definicao 6.6
Dado um agente A =< %,C,F> e dois modelos de estados de A, < K,F,6,=> ¢
<K', F',¢', ">, um morfismo de modelos de estados correctos

p:<K,F, o> — <K ,F.,0,E>
€ um par de homomorfismos < i,pq >, em que

(i) i € a inclusdo de L(F') em L(F)
it L(F') — L(F)
(i1) pa € um homomorfismo de locais entre as topologias Q(K') e Q(K)
pa + QK — Q(K)
de tal modo que o seguinte diagrama em Loc

L(F) —— L(F)

comuta.
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Vejamos entdo se com esta definicio de morfismo estamos em condicoes de definir uma
categoria de modelos de estados correctos para um agente:

e Sendo p : < K, F,b0,F> — < K, FLé,F> e p < K, FL{,EF> — <
K", F", 6" |="> morfismos de modelos de estados correctos, com p =< i,pq >
e p =< V,py >, a composicdo destes dois morfismos é o morfismo p’ o p : <
K, F,o,E>— < K", F", 6" |="> que se define como sendo o par de homomorfismos
de locais < io i, pgopy >.

Dado que estamos a trabalhar com os homomorfismos que definem os morfismos na
categoria Loc que fazem comutar o diagrama (17), é evidente que o diagrama em

Loc S
£(F) = 77
@ @//
QK QK"
( ) Pa © Pa ( )
comuta.

Por outro lado, é também evidente que a composicdo de morfismos é associativa.

e Para todo o modelo de estados correcto < K,F,é,|=> estd definido o morfismo
identidade que corresponde ao par < idz,idg > em que id, é a identidade em L(F)

e idg a identidade em Q(K).

Estamos pois em condicoes de definir a categoria dos modelos de estados correctos de
um agente.

Definicao 6.7
ModE, € a categoria que tem por objectos os modelos de estados correctos do agente A,

e cujos morfismos sdo os morfismos de modelos de estados correctos de A, apresentados
na definicdo 6.6.
O

Para cada agente A =< X,C,F>, a definicdo da categoria de modelos de tracos de A,
ModT, (apresentada na secgao 5.2), a definicdo da categoria ModE, que acabamos de
apresentar, e a construcao de modelos de estados a partir de modelos de tracos, conduz-
nos naturalmente a definicdo de um functor

F : ModT, — ModE,

F converte todo o modelo de tragos < F, X, ®7 > no modelo de estados < K, F,d,|=>
de acordo com o apresentado na proposiciao 6.6. Ja sabemos que este modelo de estados
é correcto. Todo o morfismo 7 =< 1., nq > de modelos de tracos

n:<F,X,0r>— <F X, 0 >
é convertido no morfismo p =< p., pa > de modelos de estados correctos

p: <K, F,oFE>— <K, ,F,{FE>
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com < K, F,6,E>=F<F,X,0r>) e <K, F,0,FE>=F<F, X, 6 0 >).

pe = ne e, como QX)) =2 Q(X°), pqg é o homomorfismo de locais que a cada
objecto I (0') faz corresponder I(1q(0’)); considerando 1T : Q(X) — Q(X°) e II :
QX)) — QX") os isomorfismos de abertos gerados pelas projecgdes candnicas 1l :
| X|— |X°| e II': |X'] — |X"|, respectivamente.

E evidente que para todo o modelo de tracos de A, m, F(id,,) = idp(n) e que F(norn') =
F(n)o F(y'), com n,n" € mor(ModT,).

A imagem de ModT, por I, F(ModT,), constitui uma subcategoria de ModE,: a
categoria dos modelos de estados correctos de A que resultam da conversio de algum
modelo de tracos de A, e que denotaremos por ModET 4.

Pelo teorema 6.1, é 6bvio que o modelo de estados < K4, F4,04,F4> é 0 objecto
inicial da categoria ModET 4.

6.5 Modelos Coerentes

As construcoes apresentadas em seccbes anteriores, indicam-nos que os modelos de
tragos estao de algum modo “embebidos” nos modelos de estados. Sabemos que todos os
modelos de estados que resultam da conversdo de modelos de tragos, sdo correctos e sao
Ty. Vamos entdo aprofundar um pouco mais o estudo deste tipo ou modelos. Portanto
nesta seccao vamos trabalhar no contexto da categoria ModET 4. Todos os modelos de
estados aqui referidos serdo objectos desta categoria, a menos que expressamente seja
dito algo em contrario.

Num modelo de estados < K, F,8,E> de um agente A, a relacao de validacio |=
desempenha um papel muito importante, pois faz a ligacdo entre a légica do agente e os
seus modelos topologicos. De facto, os conjuntos 04 = {k € K | k |= A} gerados por
= constituem uma base da topologia Q(X°). Relembre que X° =< |X°[,Q(X°) >, com
| X°[ = K, e todo o aberto de Q(X°) é da forma (U, O%, 1 € P(F).

No entanto, podemos ver a relacdo |= noutra prespectiva: em vez de olharmos para o
conjunto de estados que validam uma dada propriedade A, podemos fixar um estado k e

determinar o conjunto de propriedades A que k valida. Ou seja, conjuntos da forma
{AeFlkEA} , com kek

A partir de F geramos a légica L£(F), por isso vamos fixar um estado k € K e determinar
o conjunto das férmulas de £(F) que k valida.

Como os elementos da légica £(F) sdo da forma |(u), com p € P(F), e representam a
disjuncdo das propriedades de p, esses conjuntos podem ser descritos do seguinte modo

pe = {l(p) € L(F)| FA ep + kE A}

ou seja, i € tal que |(p) € pg sse IA € p : k= A. A definigao destes conjuntos ju
diz-nos, portanto, que um estado k valida uma disjuncao de propriedades quando k valida
pelo menos uma das propriedades presentes na disjuncao.

Proposigao 6.9
Seja A um agente e < K, F,8,E> um modelo de estados correcto de A. Os conjuntos
Wi, com k € K, da forma
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pe=Al(p) € L(F)| FA ep = k= A}
sao filtros completamente primos do local L(F).
Prova: Antes de mais convém lembrar que, sendo p € P(F),
Wp)y={leF| FJAepu: I'FA}
Vejamos entao que cada conjunto u; constitui um filtro completamente primo de L(F):

p)ew = FAep:kEA = FJAeuvVO>A, k=0 (18)

Por outro lado,

1) = {U@) | 1 w) SUw)}
= | eEpdOer : A0}

Dai que,

) el(l(n) = vAepud®cv:Are ¥ 30cv:kE0
= (v) € wm

Portanto, |(p) € e = 1(1(1)) C ps-

F € ug, pois F =|({0}) e Yk € K, k =0, visto que o modelo é correcto.

), l(v)yew, = 3FAep:kEA e N ev kA = 3FdAepu A€
v:ikEANAL

Por outro lado, | ()N |(v) = |[({AANA" | A € p e A’ € v}). Portanto,
)0 l(w) € g
0 =1({}), pelo que 0 ¢ 1.

o lv)ew = [(pUrv)ep = 3FAcpuUv:kEA = (JAc
pikEA) ou FAev i kEA) => [(p)ewm ou [(v)€

o U lp) e = WU € = FAEUm c kEA = Fu: Aey
e kEA = 3 l(u) : w) € p

Acabamos de provar que todo o conjunto p, é um filtro completamente primo de L£(F).
O

Dado um local qualquer L, o conjunto dos pontos de L, pt(L) pode ser identificado
com o conjunto de todos os filtros completamente primos de L e, como se sabe, a familia
de conjuntos {U,}aer, com U, = {F € pt(L) | a € I'}, forma uma topologia de pt(L).

Portanto, todo o conjunto py, k € K, é um elemento de |pt(L(F))|. Cada k € K
determina, deste modo um elemento de |pt(L(F))|.

Podemos caracterizar este facto por uma func¢io ¢°

| XO| — Ipt(L(F))]
k‘ — I[,Lk.
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A funcdo ®° é injectiva. De facto, atendendo & definicio de y;, e considerando k = [w]
e k' = [w'], pode-se ver que

pe = & VAEF, EEA sse FEA
& VAeF, WEA sse WEA
& VA e F, wlFA sse WA
& w=w
& k=F

Os abertos da topologia Q(pt(L(F))) sao os conjuntos da forma

Quu = {v € pt(L(F)) [ Up) € v}, com peP(F)

Isto permite definir a seguinte funcdo:

™

L(F) — Qpt(L(F)))
Wp) — Q)

que constitui um homomorfismo de locais. Adicionalmente, como todo o aberto de
Q(pt(L(F))) é gerado por algum elemento de L(F), a fungdo ¢ é necessariamente so-
brejectiva. Poderd no entanto ser ou nao ser injectiva; se for injectiva, isso significa que
duas férmulas distintas de L(F), [(p) e [(v), ddo sempre origem a conjuntos de pontos
Qyp) e Qo) distintos, ou seja, existe sempre um ponto onde uma das férmulas é vélida
e a outra ndo. Nestas condicbes o local £L(F) diz-se espacial. Mas a partida nada nos
garante que ¢ seja injectiva.

A fungao inversa " verifica, para cada Qu) € QUPt(L(F))),
— 1 N
ked (Qun) sse ®°(k) € Qup

Temos portanto, ®°(k) € Q. sse |(p) € ®°(k). Logo, k € F_l(QKN)) sse |(p) € ®°(k)
sse JA€pu : kEA sse k€ lUxe, Oa- Ou seja,

3 (Qru) = Uae, 0% = 9°(1(1))

Considerando os homomorfismos de locais, esta relacdo traduz-se na comutatividade
do seguinte diagrama:

L(F) == Q(pt(L(F)))
P° $o !
Q(Xx°)

— =1
Denotando por 2(®°) o morfismo em Loc gerado pelo homomorfismo ° = e mantendo
0 mesmo nome para os outros morfismos, podemos entdo escrever o diagrama equivalente
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em Loc
Q(X°) Xe
Q(_°) d° do
Qpt(L(F))) —z— L(F) pt(L(F))

Considerando a adjuncao - pt

do X — pt(L(F))

define um morfismo nos espacos topoldgicos que da origem a comutatividade do diagrama.
O morfismo ¢ é a co-unidade desta adjungao.

Sejam < K, F,é6,E>e < K/, F', ¢, E'> dois modelos de estados de ModET,. Um
morfismo p : < K',F 6 E'>—< K, F,6,F> é um par de homomorfismos de locais
< 1, pa >, sendo ¢ uma inclusdo, que fazem comutar o seguinte diagramas:

L(F') —— L(F)

@0/ @0

Qx°") Q(X°)

Pa

Os morfismos entre modelos sdo essencialmente caracterizados pelos homomorfismos
entre as suas topologias. Uma questao pode entao ser colocada:

Em que circunstancias um homomorfismo entre as topologias dos dois mo-
delos, pode determinar uma funcdo continua entre os espacos de estados dos
dois modelos ?

Pela adjuncdo € - pt e considerando o homomorfismo pg sabemos que pg determina
7 ~ 7 s o /
univocamente uma funcdo continua entre os espagos topolégicos X° e X° quando o espac¢o
X° é sébrio, pois nesse caso pt(2(X°)) = X°.

Q(X°) PUAX?)) =2 X
Pa I25)
a(x*) X

Vejamos em que condicdes o espaco X° é sébrio.
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Dado o local de abertos ©(X°), os seus pontos p € pt(2(X°)) sdo as entidades que é
possivel separar com esses abertos. Sendo p,p’ € pt(Q(X?)),

p#p sse J0° € QX°) : (0°€p e O°¢p) ou (O°¢p e O°€yp)

Os pontos do espaco X° tém de estar inseridos em pt((X°)) porque os abertos de X°
separam estes pontos.
A visdo dos elementos de X° como pontos de (X °) pode ser feita através do morfismo

not X° — pt(QX°))
E—{0° € QX°)| ke O°}

definida como a unidade da adjuncao € - pt. Se o espaco X° for sébrio, n deverd ser
uma bijeccdo.

e Serd 7 injectiva ?
n éinjectiva sse k# K = J0° € QX°) : (k€ O°® e K ¢0°) ou (kg O° e
k' € 0°) o que é equivalente a dizer que X° é Tj.

Como por construcdao X° é Tj, podemos garantir que 5 é sempre injectiva.

e Serd 7 sobrejectiva ?

Se o for, isso significa que toda a entidade separavel pelos abertos de (X°) nao é
mais do que um elemento de | X°|. Ou seja, Q(X°) nao separa mais pontos do que
os elementos de | X°|.

Portanto, a partida sabemos que 7 é injectiva mas quanto a sobrejectividade ainda ndo
nos podemos pronunciar.

Na hipdtese de n ser sobrejectiva, e de portanto o espaco X° ser sébrio, podemos ja
adiantar algumas consequéncias.

Se o espaco X° for sébrio e dado que a topologia (X °) é isomorfa a topologia Q(X ),
verifica-se que

Q(X°) Xo = pt(Q(X°)) = pt(UX))
1T 11
Q(X) X

Note-se que, apesar de tudo, o espaco X pode nido ser sébrio pois ndo ha garantias de
que ele seja Ty, no entanto X° é, como ja vimos, 1.

O espago X° é sébrio se coincidir com a sobrificacao do espaco X. Um espago de tracos
interessante é entdo aquele em que a geracdo do espaco de estados coincide com a sua
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sobrificacdo.
Q(X°) PHRX))
vd id=n
Q(X*) X
I 1T
Q(x) X

A projeccao canédnica Il : X — X° é sobrejectiva. Quanto ao morfismo 7 ele é, como se
sabe, bijectivo dado que X° é um espaco sébrio.

Tendo em conta a adjuncao 2 4 pt e sendo X° um espaco sébrio, podemos construir o
seguinte diagrama (note-se que estamos a considerar os homomorfismos de locais):

L(F) PUL(F))
0 oo
Q(X°) X0 pU(Q(X°))
Il Il
Q(X) X

Partindo do diagrama comutativo de homomorfismos de locais

L(F) — L(F)
o° o’

Q(x°)

Q(X°")

podemos agora, com base na adjuncdo £ - pt e no caso do espago X° ser sdbrio, construir

Maria Joao Frade Mestrado em Informatica - UM 94



6. MODELOS DE ESTADOS 85

o seguinte diagrama comutativo nos espacos topolédgicos

PHL(F)) ——= pt(L(F))
o ¢’ (19)
X X

ou seja, para todo o k € | X°|,

A(@(k)) = B ()
0 que é equivalente a dizer que
MU € L0F) | 30 e ke A} = {(J(w) € LF) | IA € 1+ (k) =/ AT}

Pelo que,

{10) € £(F) | 3UAY) € kI i(AN} = {I() € LOF) | 3N € i+ E(k) = AT}
Portanto,

F(A)ep : kE(A) sse A €y (k) A
Em particular, considerando as férmulas [(A’) de L(F’), esta igualdade diz-nos que
EEi(A) sse E(k) [ A

Portanto, a existéncia de morfismos entre modelos de estados sébrios corresponde a
existéncia de uma fungdo continua entre espacos de estados que faz comutar o diagrama
(19) e que portanto verifica

El= A sse (k)= A

A sobriedade dos modelos de estados é uma propriedade importante e desejavel. Quando
assim acontece, a existéncia de um morfismo entre dois modelos de estados de um agente
p:< K, F, o F>—< K',F',¢',F'> define uma funcdo continua entre os espacos de
estados K e K’, que a cada estado k de K faz corresponder um estado k' de K’ que valida
todas as propriedades que k valida podendo eventualmente validar mais propriedades.

Todas estas construcoes foram feitas sob a hipdtese do espaco de estados ser sébrio,
mas a partida ndo ha garantias de que qualquer modelo de estados de ModET 4, para
um agente A, seja sébrio. Nao sabemos mesmo se qualquer tipo de agente tem potencia-
lidades de ter modelos de estado sébrios ou se é necessario que os agentes obedecam a
certas condicOes para que se consigam definir modelos sébrios para esses agentes. Este é
decididamente um ponto a explorar.

Um conceito mais forte do que espago sébrio é o de espaco coerente®. O nosso interesse
pela coeréncia do espaco X° vem, em parte, da esperanca de que a coeréncia do local
Q(X°) possa ter uma influéncia decisiva na sobriedade de X°.

*Um espaco X é coerente se é sébrio e o local Q(X) é coerente.
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Que poderemos dizer acerca da coeréncia do local Q(X°) ?

~

Uma vez que Q(X°) = Q(X) vamos antes analisar a coeréncia do local (X ) por ser
mais comodo de manipular. O local Q(X') é coerente se:

(i) todo o aberto de Q(X) poder ser expresso por uma disjuncio de elementos finitos;
(ii) K(Q(X)) for um sub-reticulado distributivo de Q(X).

A condigao (i) é satisfeita se (X ) tiver uma base de compactos.

Para ajudar na investigacdo deste aspecto vamos apresentar algumas definices e
resultados.

Definicao 6.8

Dado um espaco topologico X definido por um modelo de tracos < F, X, ® > para um
agente A =< X,C,F>, seja = a pré-ordem de especializagao gerada por Q(X) em | X]|.
Define-se, para a € | X|,

) = Ua<p, sexqxp 1(8)

[a] ={welX] | a=xw}

Note-se que

[o] {welX] | o=w)
{welX||VOeAX), a0 =wel}
{welX| | VAEF,aced(A)=we ¢(A)}

{we|X| | VA e F, alFA = w|A}

Que relagao existe entre f{(a) e [a] ?

Lema 6.3
Nas condigoes da defini¢do 6.8, para qualquer o € | X|,

fi(e) C [a]
Prova:

w € [a] VA € F, alFA = w|FA
VA € ®(a), w € ®(A)
VAed(a)If<w : fed(A)
Uaxs, serqxpy 109)
P<w:azp

B <w: pefa

B <wVYA € ®(a) : Bed(A)

w € M)

R SR

Portanto, w €fi(a) == w € [a]; pelo que () C [a].
a

Proposigao 6.10
Dado um modelo de tragos < F, X, ® > para um agente A, e sendo a € | X|,
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[a] = Naesia) B(A)
Prova:
wela]l sse YVAeF,ac®(A)=wed(A)
sse VA € ®(a), w e ®(A)

Logo, [a] = ﬂAEE(Q)‘D(A)
O

Proposigao 6.11
Seja < F, X,® > um modelo de tracos de um agente A e « € |X|. Definindo

Ao = NATA € O(a)}
temos ®(A,) =N a).
Prova: Repare-se que A, = A{A| A € ®(a)} = U{A | A € ®(a)}

wed(A,) sse wlFA,
sse d0 <w : BIFA,
sse A8 <wVA € ®(a), BIFA
sse df<w, axg
sse w € Uajﬁ 1(8)
sse  w ef(a)

Portanto, ®(A,) = a).
O

Como se sabe todo o elemento da base de Q(X) é da forma ®(A) = {w € | X| | w|FA}
={w € |X| ]| Ja < w : a|lA}. Sabemos também que se a|F-A e § € |(a) entao
B|F-A. Portanto, todo o elemento da base ®(A) pode ser representado por (J,cs T(a),
com S C K(|X]).

Teorema 6.2
Dado um modelo de tracos < F, X, ® > para um agente A =< 3,C,F>, e sendo A € F
e S CK(X]|):
se O(A) =Unes () entdo ®(A) =Uecq Ma)

Prova:

e Para qualquer a € K(|X|), [(a) C fi(a) por definicao de fi(a). Sendo assim, e uma
vez que ®(A) = J,es (@) é trivial verificar que ®(A) C [, 5 ).

o Como se sabe, a < #sse VA € F, a € ®(A) = 3 € ¢(A). Dado que ¢(A) =

Uaes 1(@), podemos dizer que, para cada o € .9,
a=Xp = fedA)

Como ®(A) é um aberto de Scott temos que T () C ®(A). Logo V3 = a,
1(3) C ®(A) e portanto

Uazs 108) € ®(A)
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Donde, para todo a € 5, fi(a) C ®(A). Portanto, U,cq () € ®(A)

Acabamos pois de provar que [J,cs 1(a) = ®(A) = U,eq M) , com § C K(|X]).
a

Teorema 6.3
Seja < F, X, ® > um modelo de tragos de um agente < X,C,F> e seja a € K(|X]).
Todo o aberto de Q(X) da forma fi(a) € compacto.

Prova: Sendo cada O; € Q(X),
MNa) C U 0i = Ui Uaeu ®(A) = Une, @A) sendo p = Ui € P(F)

Portanto, podemos considerar sempre uma cobertura de abertos da base.
Dado uma qualquer cobertura de {{(a) de abertos da base

M) € Uae, @A), neP(F)

como a € fi(a), vai existir um © € p tal que a € ¢(0).
Logo, O € ®(a) pelo que Naes(a) 2(A) C ©(0). Portanto,

[a] C ®(©)

Como f{(a) C [a] teremos também que f(a) C ¢(0).

Em conclusdo, dada uma qualquer cobertura de f}(«) por abertos, existe uma sub-
cobertura finita de f{(a); logo () é compacto.
O

Vimos que todo o elemento ®(A) da base pode ser representado por ®(A) = g (@)
= Uaes M(a), § € K(]X|). Como todo o aberto da forma {}(a) é compacto, e como
sabemos que todo o conjunto {(«) é sempre um aberto, pois ff(a) = ®(A,), podemos
afirmar que os elementos da forma f}(a), com a € K(|X|) formam uma base de Q(X).
Portanto, (X ) tem uma base de compactos.

Falta agora ver se a condicao (ii) é satisfeita, ou seja, se K (Q(X)) é um sub-reticulado
de Q(X). E facil de ver que a reuniao de dois compactos de Q(X) é ainda um compacto.

Sejam C,C" € K(Q(X))e O; € QX),

CUC'CUiesOi = (3L Gyl : CCUier, 0)) e LSy I: C"CUiey On)
= (LU Cy I CUC CUienon O)

Serd que a intersecgao de dois compactos de (X) é ainda um compacto ?

Uma vez que {f(a)}ack(x|) € uma base de compactos de (X), podemos afirmar que
todo o compacto de (X ) é da forma

Uases, Ma) , com Sy Cf K(|X])

Consideremos entao a intersec¢ao de dois compactos. Sendo Sy, 5, C; K (] X]),
UozESD ﬂ(a) N Uoz’ESl’) ﬂ(a/) = UQESD,Q’ES{] ﬂ(a) N ﬂ(a/)
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Se os conjuntos da forma f}(«a) forem fechados por interseccoes finitas, entao poderemos
garantir que U,es, ares: (@) N (@) é um compacto. Mas acontece que esta condigao
nao é necessariamente verdadeira.

Para resolver o problema da coeréncia de Q(X), podemos tentar impor uma condicdo
alternativa a esta e que tem consequéncias praticas muito interessantes. FEssa condicdo é
a seguinte: todo o ®(A) é compacto.

Proposigao 6.12
Seja < F, X, ® > um modelo de tracos para um agente A.

Se VAeF, ®(A)e K(QUX)) entao QX) € um local coerente.
Prova:

(i) Dado que {®(A)}acr é uma base, e todo o ®(A) é compacto, todo o aberto é uma
unido de compactos.

(ii) J& vimos que a uniao finita de compactos é sempre um compacto.

Quanto a intersec¢cdo podemos ver que todo o compacto de (X ) pode ser escrito
da forma

Use, ®(A) , compu S F

Portanto, a intersecciao de dois compactos é ainda um compacto. Sendo vejamos:
sendo p, ' C; F,

UAeu (I)(A) N UA’eu’ (I)(A/) = UAEM,A’EM’ (I)(A U A/) = U@eu (I)(G))v

comv={AUA |AepueA €p}. Comop e sio finitos, v é também finito.

Vejamos as consequéncias praticas desta condicao.

Proposigao 6.13
Dado um modelo de tracos < F,X,® > para um agente A =< X,C,F>, e sendo
AeF:

Se  ®(A) € compacto  entdo D(A) = Uyes, M) . para algum Sy Cp @(A)NC*

Prova: Dado que todo o conjunto ®(A) é um aberto de Scott podemos escrever ®(A)
= Usea(ajnes (@) e portanto ®(A) = Ugeaajnes M(a) pelo teorema 6.2. Se ®(A) é
compacto, tem de certeza uma subcobertura finita, entao

®(A) = Upes, Ma) , com 5y & ¢(A)NC”

A partida nao hd garantia de que todo o A € F gera um ®(A) compacto. O facto
de ®(A) ser compacto diz-nos que ha um nimero finito de “caminhos disjuntos” que
conduzem a A.
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s

Ou seja, na procura de uma justificacdo para A hd um ndmero finito de hipdteses
a procurar. Esta é, sem diuvida, uma caracteristica desejavel para toda a propriedade
AeF.

Uma condi¢do interessante de impor é a de que toda a propriedade A € F gera um
aberto ®(A) compacto.

Como é que esta condicdo se reflecte na pratica ?

Ao procurarmos verificar que a|A, existe um ndmero finito de regras que unificam
com sufixos de a, que podem aparecer numa tal prova.

Para cada a|FA, existe um nimero finito de regras A’'|-#A tal que /' < a. Deste
modo, cada hipdtese protagonizada por uma regra A’|3'A, transforma a prova de
alFA numa prova de o/|-A’. Partindo do principio que todos os ®(A) sdo compactos,
existe um niumero finito de regras que podem ser aplicadas na prova de o/|A’ e assim
sucessivamente. Por esse motivo, e uma vez que « é finito, temos garantias que a prova
termina sempre. Ou seja, se todos os ¢(A) forem compactos, temos a garantia de que na
prova de um «a|A qualquer, nunca se corre o risco de enveredar por caminhos de prova
intermindveis. Esta é sem diuvida uma caracteristica muito importante.

Proposigao 6.14
Seja < K, F,é,=> um modelo de estados de ModET 4, resultante da conversdao de
um modelo de tracos < F, X, ® > de um agente A.

Se VAeF, ®°(A)e K(Q(X°)) entao QX°) € um local coerente.

Prova: Trivial a partir da proposi¢ao 6.12, dado que Q(X) = Q(X°).
O

Encontramos uma condicdo para o local Q(X°) ser coerente. Se adicionalmente o
espaco X ° for sébrio, entdo o espaco X° é coerente.

Apesar de pensarmos que a coeréncia de (X °) vai influenciar a sobriedade de X° e de
termos investido bastante tempo nesse estudo, ndo conseguimos resultados satisfatérios
pelo que vamos impor a sobriedade do espaco.

Tanto a coeréncia do local (X°) como a sobriedade do espago X° sao caracteristicas
muito importantes num modelo.
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Definicao 6.9

Seja m =< K, F,b6,]=> um modelo de estados de ModET,, resultante da conversdo
de um modelo de tracos < F, X, ® > de um agente A.

Se X° for um espaco coerente, diz-se que m € um modelo de estados coerente.
O

Vejamos entdo como é que a coeréncia do espaco X° caracteriza o espaco de estados.

Seja m =< K, F,é,[E> um modelo de estados coerente. Como se sabe, todo o local
coerente é espacial. Assim, dado que Q(X°) é um local coerente, temos que Q(X°) é
espacial. Entao, VO,0" € Q(X°),

OLO = dpept(UX°)): Ocp e O¢p
Em particular, considerando os abertos ®°(A) e ®°(A’), com A, A’ € F, tem-se
BA) L B(A) = TpepRXY)) - B(A)ep e B(A) ¢

ou seja, se P°(A) £ ®°(A’) entao as propriedades A e A’ sdo separdveis por Q(X°).
Como o espago X° é s6brio, pt(2(X°)) coincide com o espago de estados do modelo.
Nestas condicées pode verificar-se entao que

Q(A) L ®(A) = FkEX° i hEA e kA

uma vez que todo o ponto de pt((X°)) é da forma {O € Q(X°) | k € O} para algum
k € X° e portanto

P°(A)ep sse Jke X ke®(A) sse ke X® kA

Podemos entdo dizer que dadas duas propriedades quaisquer A e A’ de F tais que
O°(A) #£ D°(A’), existe sempre um estado do modelo que separa A de A’. Ou seja,
existe sempre um estado que valida uma das propriedades e nao valida a outra.

Logo, nas condicoes do modelo de estados m ser coerente:

e Por um lado, ndo temos estados “a mais” uma vez que o espaco X° é Ty, e portanto,
para quaisquer dois estados distintos existe sempre uma propriedade que é valida
num dos estados e que nao é vélida no outro (isto é, nunca temos estados distintos
a validarem exactamente as mesmas propriedades).

e Por outro lado, ndo temos estados “a menos” uma vez que para quaisquer duas
propriedades nao equivalentes semanticamente (ou seja, propriedades A e A’ tal
que °(A) # ¢°(A’) ) existe sempre um estado que valida uma das propriedades e
que nao valida a outra.

Portanto, nestas circunstancias nao temos estados nem “a mais” nem “a menos”, temos os
estados necessarios e suficientes para separar propriedades semanticamente distinguidas
pelo morfismo ®°.

Neste sentido, podemos dizer que quando o modelo de estados é coerente temos o estado
minimo necessario para separar todas as propriedades que sao semanticamente distintas
nesse modelo.
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7 Conclusoes

O objectivo desta dissertacdo era definir um formalismo de especificacdo de comporta-
mento de sistemas computacionais que conseguisse sintetizar algumas ideias que existiam
a partida:

¢ Descrever o comportamento através da definicio de um sistema légico.

e O encadeamento de eventos ocorridos no passado reflete-se nas propriedades que se
observam no estado presente. Queria-se construir um sistema légico que conseguisse
descrever esta realidade.

e Ter a possibilidade de definir o conjunto de regras do sistema dedutivo tornando
assim o sistema bastante flexivel.

e Um dado estado pode ser alcancado pela ocorréncia de sequéncias de eventos
distintas. No entanto, o facto de esses comportamentos conduzirem a um mesmo
estado torna-os de algum modo equivalentes.

Portanto, um desafio que se colocava era o de tentar construir o estado através da
descricao do comportamento.

Neste trabalho apresentamos o resultado dos desenvolvimento destas ideias. Assim, foi
definido um formalismo para especificacio do comportamento de sistemas computacio-
nais.

A unidade basica de especificacdo, o agente, é uma forma muito particular de um
sistema légico que tem como caracteristica fundamental o facto dos eventos serem vistos
como conectivas 16gicas. As féormulas baseiam-se na nocdo de causa essencial de uma
propriedade face a um evento, e o sistema de deducdo tem caracteristicas que reflectem
a nocdo de causa.

A especificacdo do comportamento do agente é assim feita pela descricio de regras de
inferéncia.

Para caracterizar semanticamente os agentes foi feita a ligacido entre o sistema légico e
os seus modelos topoldgicos, tendo por base a dualidade de Stone.

Foram apresentados dois tipos de modelos: os modelos de tracos, intimamente ligados
a nogdo de evento e traco; e os modelos de estados, baseados no nocdo de estado e de
transicdo de estados. Também foi apresentado um método de conversdo dos modelos de
tragos para os modelos de estados, que reflecte a ideia de que o estado pode ser visto
como uma classe de equivaléncia do que aconteceu no passado.

Uma vez que fizemos uma caracteriza¢do semantica dos agentes via topologia, vimos
também como certas propriedades topoldgicas dos modelos se refletem ao nivel do espaco
de estados.

Antes de chegar a este ponto muitas etapas foram percorridas, muitas ideias foram
equacionadas e muitas vezes abandonadas. Temos consciéncia de que este trabalho deixa
muitas “pontas” soltas. Muitos aspectos hd que necessitam ser mais explorados, mas
infelizmente por limitacbes de tempo ndo o foi possivel fazer. Nestas condicbes, e entre
outros aspectos, podemos destacar os seguintes:

Maria Joao Frade Mestrado em Informatica - UM 94



7. CONCLUSOES 93

¢ Estudar as condicGes mais fracas que é necessario ter presentes nos modelos para
garantir a sua sobriedade e coeréncia.

e O estudo das propriedades das categorias definidas ao longo deste trabalho nao
era, a partida, nosso objectivo para esta dissertacdo. No entanto, reconhecemos
que um tal estudo serd muito importante. Nomeadamente, é necessario investigar
as propriedades de completude e co-completude das categorias dos agentes, dos
modelos de tracos e dos modelos de estados.

¢ A insercdo dos agentes no contexto categorial resulta da necessidade de dar resposta
a questdes tdo fundamentais como a composicao paralela, a escolha, a agregacio de
agentes com sincronizagdo de eventos.

Embora este aspecto tenha merecido a nossa atencdo, nao é feito neste documento
nenhuma apresentacio pois entendemos que é necessario investir um pouco mais de
tempo no seu estudo. Deverd, portanto, ser objecto de trabalho futuro.

¢ Definimos dois tipos de modelos para os agentes: modelo de tracos e o modelo
de estados, e apresentamos um processo de conversao dos modelos de tracos em
modelos de estados. Embora seja este o sentido da conversdao que parece mais
natural, dado que os computadores sao maquinas com estado, nada impede de
pensarmos na conversao em sentido contrario: dos modelos de estados para os
modelos de tragos. Esta conversdo estd, com certeza, ligada a teoria das linguagens
e dos automatos. E natural que seja necessario garantir previamente que o modelo
de estados seja correcto para que a conversao seja possivel.

Como ja dissemos, este trabalho ndo tem pretencoes de ser uma solucio absoluta e
definitiva para problema que inicialmente foi proposto. Por isso, serd natural que no
futuro venha a ser enriquecido.
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